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AVERTISSEMENT. 



MM. Carilian et Dalmont , avec qui j'entretiens 
des relations d'affaires et d'amitié, m'avaient prié, 
il y a quelque temps , de surveiller la réimpres- 
sion des Théorèmes et Problèmes de Géométrie élé* 
mentaire, de M. de La Frémoire. Je me mis à 
l'œuvre; mais je crus bientôt m'apercevoir qu'il 
s' agissait 9 non d'une correction d'épreuves, mais 
d'une refonte complète de l'ouvrage. 

On comprendra le sentiment qui m'empêche 
d'insister sur ce point, et qui me permet seule- 
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ment d'indiquer, d'une manière rapide, en quoi 
cette édition diffère de la précédente. 

Un grand nombre de Problèmes et de Théo- 
rèmes peu intéressants, ou compris parmi ceux 
que renferment tous les Traités de Géométrie, 
ont été remplacés par d'autres, que j'ai tâché de 
choisir convenablement. De plus, afin que ce re- 
cueil puisse tenir lieu d'un complément des Élé- 
ments de Géométrie, j'y ai introduit, avec quelque 
détail, les théories suivantes : Transversales y Po- 
laires, Division harmonique, Axes radicaux^ Centre.^ 
de moyennes distances, Cercles satisfaisant à de^ 
conditions données, Isopériniètres, Polygones gau- 
ches , Propriétés générales des polyèdres, Points 
réciproques et droites réciproques. Plans polaires. 
Plans radicaux, Cercles conjugués, Transversales 
sphériques, etc. 

On pourra remarquer, indépendamment des Pro- 
blèmes servant d'application à ces théories, quelques 
questions intéressantes sur les Polygones régulien 
de dix-sept ou de trente-quatre côtés , sur la Trans- 
formation des figures, sur le Volume du tétraèdre 
sur la Sphère tangente à trois sphères données, etc 



AVKRTISSRMENT. VII 

J'ai adopté, soit pour les Théorèmes, soit pour 
les Problèmes, la division en huit livres, corres- 
pondant à ceux de la Géométrie de Legendre, ou 
à ceux de mes Eléments, 

Une Table très-détaillce donne les énoncés des 
quatre cent cinquante Problèmes ou Théorènies 
contenus dans ce Recueil. 

E. C. 
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concours des c6lés opposés de ces quadrilatères 
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point • . . . 78 
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OA' OR' Of^ 

BOB',COC,onaura ^^-+-^-+-^-1 7» 
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culaires est égale à huit fois le carré du rayon, 
moinsquatre fols le carré de la distance du cen- 
tre au point d'intersection des deux cordes. . . 88 

— XLII. Lorsqu'une droite est partagée en moyenne et 

extrême raison , la somme des carrés de la 
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les sommets, le triangle AOC, qui a pour base 



mi T49),£ pgS MATIÈRE». 

il diagonale, sera équivaleni k la eomme ou à 1» 
<liiréreiice des tnapgles AOB, 4OD ayant pour 
bases les côtés AB, AD, selon que la droite AO 
laissera ou ne JaisserA pas, d*un même côté, les 
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ments compris entre les sommets et le point de 
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eelte circouférence est le milieu de la droite qui 
jofBt le centre dn cerele eîrconacrit au point de 
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renconire des trois hauti^urs; 8« le rayop de celte 
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un billard circulaire, pour revenir au point de 
départ; après deux réflexions successives sur la 
bande? 156 

— LXXXI. Trouver un point tel, que la somme de ses di- 

stances à trois points donnés, soit un minimum. . 158 

— LXXXII. ABC étant un triangle donné; et M étant le point 

dont la somme des distances aux trois sommets 
est un minimum, on demande d'exprimer celte 
somme en fonction des côtés 159 

— LXXXIII. Trouver, dans le plan d'un triangle, un point 

tel, que la somme des carrés de ses distances aux 
trois côtés du triangle, soit un minimum 160 

— LXXXIV. Étant données deux circonférences 0, 0', on 

prend un point A sur la première et un point B 
sur la seconde ; et l'on demande de trouver, sur 
l'axe radical de ces deux lignes, un point C tel, 
que si l'on mène les sécantes CAD, GBE, la droite 
DE, qui joint les seconds points d'intersection de 
ces sécantes et des circonférences données, soit 
perpendiculaire à l'axe radical. 162 
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Pbob. LXXXV. Par Textréinile d*un diamètre perpendiculaire à 

UDe corde, mener une droite telle, que la partie 
comprise entre la corde et la circonférence ait 
une longueur donnée • IC 

— LXXXVI. Étant donnés un cercle et un point extérieur, 

on demande de mener par ce point une sécante 
telle, que la somme des carrés de la partie inté- 
rieure et de la partie extérieure de cette droite 
soit équivalente à un carré donné 1( 

— LXXXVU. Étant donnés deux points tixes A, B et deux 

longueurs constantes X, pi., on prend , sur la di« 
rection de AB, un point quelconque M qu'on re- 
garde .comme le centre d'un cercle décrit d^un 
rayon &, déterminé par la relation R. AB^X.am 
4"P>.BM».0n demande de prouver que les diflfé- 
rents cercles, ainsi décrits pour les diflférents 
points M de la droite AB, sont tous tangents à 
, deux mêmes ciroites fixes ii 

— LXXXVIII. Par Tun des points d'intersection de deux 

circonférences 0, 0', on mène deux droites rec- 
tangulaires Va, ?a\ qui rencontrent la ligne des 
centres en a, a\ et les deux circonférences en 
&, c, et If, c'. Il s'agit de démontrer qu'on a tou- 

ab a'h' . , 

jours — = -— 1 

ac ac 

— LXXXIX. Étant donnés deux axes fixes Oo;, O^^; autour 

d'un point fixe P on fait tourner un angle aP&de 
grandeur donnée. On demande de prouver qu'il 
existe sur l'axe Ox un point fixe A, et sur l'axe 
Oy un point fixe B, tels que le rectangle des seg- 
ments Aa, Bb reste constant pour toutes les posi- 
tions de l'angle 1 

— XC. Par un point 0, pris sur le prolongement d'un dia- 

mètre BA du cercle C, on mène une sécante 
quelconque qui nmcontre la circonférence aux 
points M, M' ; on prend les milieux N, N' des arcs 
AM, AM'; on joint le centre G aux points N, N' 
par l(^s droites GN, CN', lesquelles rencontrent en 
D, D' la perpendiculaire menée au diamètre AB 
par le point 0. On demande de prouver que le 
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rectangle de OD par OD' est constant, quelle que 

soit la direction de la sécante 167 

Pioi. Xd. Prouver qu'il existe, sur la ligne des centres de 
deux cercles qui ne se coupent pas, deux points 
tels, que le rectangle de leurs distances aux cen- 
tres des deux cercles, soit égal au carré du rayon 

de ce cercle.. 168 

- XCII. Prouver qu'il existe, sur la ligne des centres de 
deux cercles Intérieurs Tun à l'autre, deux points 
tels, que les distances de chacun d'eux aux ex- 
trémités d'une corde commune, perpendiculaire 
à la ligne des centres, sont dans un rapport con- 
stant 169 

" XGin. Étant donnés un cercle O et une droite AB, trouver 
sur le diamètre OE, perpendiculaire à cette 
droite, un point P tel, que, menant par ce point 
une corde quelconque CC, et abaissant des ex - 
irémités de cette corde les perpendiculaires CD, 

CD' sur la droite donnée, on ^it t^t +7^,* con- 
stante 171 

LIVRE IV. 

ThIor. I Dans tout pentagone régulier, les diagonales se 
coupent mutuellement en moyenne et extrême 
raison 173 

— II. La somme des perpendiculaires abaissées des som- 

mets d'un polygone régulier, sur un côté de ce 
polygone, est égale à rapothème multiplié par le 
nombre des côtés 173 

— m. Le côté du décagone régulier étoile inscrit est égal 

au côté du décagone régulier inscrit, augmenté 

du rayon 17i 

— iV. Si deux arcs ont une somme moindre que la demi- 

circonférence , le rectangle de leurs cordes est 
équivalent à celui qui aurait pour dimensions 
le rayon et l'excès de la corde dn supplément de 
la différence des arcs sur la corde de supplément 
de leur somme 175 

— V. Si deux arcs ont une somme plus grande que la 
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demi-circonférence, le rectangle de leurs cordes 

est équivalent à celui qui aurait pour dimensions 
le rayon et la somme des cordes du supplément 
de la différence et du supplément de la somme 

de ces arcs 176 

Théob. VI. Une circonférence étant partagée en un nombre 

impair de parties égales, si l*on joint.le point dia- 
métralement opposé à Tun des points de division 
avec tous ceux qui sont situés sur la même demi- 
circonférence , le produit des cordes ainsi me- 
nées est égal à une puissance du rayon marquée 
par le nombre des cordes 177 

— VII. Une circonférence étant partagée en un nombre 

impair de parties égales, si Ton joint le point dia- 
métralement opposé à celui dont Tindice est zéro 
avec ceux dont les indices sont les termes de la 
progression 1,2, 4, 8,... le produit des cordes 
ainsi menées sera égal à une puissance du rayon 
marquée par le nombre de ces cordes ... 177 

— VlII. La circonférence peut , à Taide de la règle et du 

compas, être divisée en dix-sept parties égales.. 178 

— IX. Entre tous les triangles formés avec deux côtés don • 

nés, le maximum est celui dans lequel ces deux 
côtés sont perpendiculaires Tun à Tautre 180 

— X. Le cercle est plus grand que toute figure isopéri- 

mètre 181 

— XI. Entre toutes les figures équivalentes, le cercle a le 

périmètre minimum 183 

— XII. Entre tous les polygones formés avec des côtés don- 

nés , le maximum est le polygone convexe in- 
scriptible 183 

— XIIÏ. Entre tous les triangles isopérimètres et de môme 

base, le maximum est le triangle isoscèle 184 

— XIV. Entre tous les polygones isopérimètres et d'un 

même nombre décotes, le polygone maximum est 
équilatéral 184 

— XV. Enire tous les polygones isopérimèlres ei d'un 

même nombre de côtés, le maximum est le poly- 
gone régulier 185 

~ XVI. Entre tous les polygones équivalents et d'un même 
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nombre de côtés, le polygone régulier a le péri- 
mètre minimum 185 

THioR.XVlI.De deux polygones réguliers isopérimètres , celui 
qui a le plus grand nombre de côtés est le plus 

grand 185 

*- XVIII. De tous les triangles inscrits dans un môme seg- 
ment, le maximum, en surface et en périmètre, 
est le triangle isoscèle 186 

— XIX. Entre tous les polygones d'un même nombre de 

côtés, inscrits à un même cercle, le maximum, 

en surface eten périmètre, estle polygone régulier. 186 

— XX. De deux polygones réguliers, Inscrits dans un même 

cercle, celui qui a le plus grand nombrs de côtés 

est le plus grand en surface 186 

"^ XXI. De deux polygones réguliers, inscrits dans un même 
cercle, celui qui a le plus grand nombre de côtés 
a le plus grand périmètre 187 

— XXIIb De tous les triangles qui ont même hauteur et 

même angle opposé à la base, le plus petit est le 

triangle isoscèle 188 

•^ XXIII. De tous les polygones d*un même nombre de côtés, 
circonscrits à un même cercle,' le plus petit, en 
surface et en périmètre, est le polygone régulier. 189 

— XXIV. De deux polygones réguliers, circonscrits à un 

même cercle, celui qui a le plus grand nombre de 
côtés est le plus petit, en surface et en périmètre. 190 

— XXy. Si, sur deux segments âG, BC du diamètre AB d*un 
' cercle O , on décrit, de part et d'autre de cette 

droite, deux demi-circonférences ADC, CEB; la 
ligne ADGEB, formée par Tensemble de ces deux 
demi-circonférences, partage le cercle en deux 
segments proportionnels aux deux segments du 
diamètre 190 

— XXVI. Un trapèze circulaire a pour mesure la demi- 

somme de ses bases, multipliée par sa hauteur. . 191 

— XXVII. Une couronne circulaire, comprise entre deux cir- 

conférences concentriques, est équivalente au 
cercle ayant pour diamètre une corde de la grande 

circonférence, tangente à la petite 191 

Pbob. I. Connaissant les périmètres de deux polygones régu- 
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tiers semblables, Tun inscrit, Pautre circonscrit , 

déterminer les périmètres des f)olygones réguliers 
inscrite! circonscrit, d'un nombre double de côtés. 1 
Prob. II. Connaissant les aires de deux polygones réguliers 
semblables. Tun inscrit, Tautre circonscrit, trou- 
ver les aires des polygones réguliers inscrit et 
circonscrit, d*un nombre double de côtés 1 

— m. Connaissant le rayon et Tapothème d'un polygone 

régulier, trouver le rayon et rapothème d'un po- 
lygone régulier isopérimètre, et d'un nombre 
double de côtés 1 

— IV. Connaissant les périmètres de deux polygones régu- 

liers inscrits, l'un de n côtés, l'autre <ie 2n côtés, 
trouver le périmètre du polygone régulier inscrit, 
de 4 n côtés 1 

— V. Connaissant les aires de deux polygones réguliers 

inscrits, l'un de n côtés, l'autre de 2n côtés, 
trouver l'aire du polygone régulier inscrit, de 
in côtés 1 

— VI. Connaissant les rayons de deux polygones réguliers 

isopérimèlres, l'un de n côtés, l'autre de 2n côtés, 
trouver le rayon du polygone régulier isopéri- 
mètre, de 4» côtés 1 

— VII. Calculer les aires et les périmètres des polygones 

réguliers de 4, 8, 16,... côtés, inscrits à un cercle 
donné ' 

— VIII. Étant donné un demi-cercle ACB, on abaisse, d'un 

point quelconque C de la circonférence, une per- 
pendiculaire CD sur le diamètre AB; on décrit, 
sur les deux segments AD, BD, pris comme dia- 
mètres, des demi-cercles AED, BFD. Quelle est 
la mesure de l'espace curviligne ACBFDE? 5 

— IX. On construit, sur le diamètre AB d'une circonfé- 

rence C, un triangle équilaléral ABD; on divise 
AB en un nombre n de parties égales, et l'on 
joint l'extrémité E de la seconde division, avec 
le point D, par la sécante DEF. Quelle est l'ex- 
pressiun de la corde AF? ! 

— X. A l'extrémité B du rayon CB d'un cercle donné C, 

on élève une tangente BD égale au diamètre ; on 
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prolonge celte tangente cPune quantité Da égale 
an cinquième du rayon, et d'une quanti té D& égale 
aux trois cinquièmes du rayon; on prend BA 
égale à Ca; enfin, par le point A, on mène AE 
parallèle à C&. Quelle est l'expression de BE?. . . S05 
PROi. XI. Les côtés d*un décagone régulier étoile, inscrit à un 
cercle O, forment, par leurs intersections suc- 
cessives, un polygone régulier ayant vingt côiés. 
Quels Sont, en fonction du rayon R du cercle O, 
Taire et le périmètre de ce polygone? 306 

— XII. Inscrire, à une circonférence donnée, un polygone 

régulier de trente-quatre côtés 907 

~ XIII. Calculer, à moins de 0,000! , le rapport entre le 
côté du polygone régulier de trente-quatre côtés 
et le rayon du cercle circonscrit aïo 

— XIT. Calculer, à moins de 0,0001, le rapport entre le côté 

du polygone régulier de dix-sept côtés et le rayon 
du cercle circonscrit 211 

LIVRE V. 

Théor. I. Lorsque deux faces d'un angle trièdre sont égaies , 

les angles dièdres opposés à ces faces sont égaux. 313 

— II. Dans tout trièdre , à une plus grande face est op- 

posé un plus grand angle dièdre 213 

— m. Deux angles trièdres sont égaux, lorsqu'ils ont les 

faces égales chacune à chacune , et semblable- 
< ment disposées 214 

— IV. Dans tout angle trièdre, les plans bissecteurs des 

angles dièdres se coupent suivant une même 
droite 215 

— V. Dans tout angle trièdre, les plans menés par les 

arêtes et par les bissectrices des faces opposées, 

se coupent suivant une même droite 2iG 

— VT. Dans tout angle trièdre, les plans menés par les 

bissectrices des faces, perpendiculairement à ces 
faces, se coupent suivant une même droite 217 

— VII. Les plans menés par les arêtes d'un angle trièdre, 

perpendiculairement aux faces opposées, se cou- 
pent suivant une même droite 217 
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TnÉoB. YIII. Dans tout trièdre, la somme des angles formés par 

. les arêtes avec les bissectrices des faces opposées, 

est moindre que la somme des faces 218 

— IX. La somme des dièdres d'un angle polyèdre convexe 
de n faces est comprise entre 2n et s(n— a) diè- 
dres droits 219 

— X. Deux angles trièdres symétriques sofit équivalents. S19 

— XI. Tout angle trièdre est équivalent à Texcès de la 

demi-somme de ses trois angles dièdres sur un 

dièdre d roil , MO 

•— XII. Tout angle polyèdre convexe est équivalent à l'ex- 
cès de la demi-somme de ses angles dièdres sur 
autant de dièdres droits qu'il ,a de faces moins 
deux 221 

— XIII. Tout plan, parallèle à deux côtés opposés d'un qua- 

drilatère gauche, partage proportionnellement les 
deux autres côtés 221 

— XIV. SI une première droite partage proportionnellement 

deux côtés opposés d'un quadrilatère gauche, et 
si une seconde droite partage proportionnelle- 
ment les deux autres côtés du quadrilatère : !<* ces 
deux droites sont dans un même plan ; 2» cba«» 
cune d'elles est partagée par l'autre en deux seg- 
ments proportionnels aux segments des côtés 
qu'elle ne rencontre pas 222 

— XV. Tout plan transversal détermine , sur les quatre 

côtés d'un quadrilatère gauche, huit segments 
tels, que le produit de quatre segments qui n'ont 
pas d'extrémités communes , est égal au produit 
des quatre autres 223 

— XVI. Dans tout quadrilatère gauche, les milieux des côtés 

sont les sommets d'un parallélogramme 224 

— XVII. Dans tout quadrilatère gauche, lo point de rencon- 

tre des droites qui joignent les milieux des cèles 
opposés, est situé nu milieu de la droite qui joint 
les milieux des diagonales 224 

— XVIII. Tout plan transversal détermine, sur les côtés d'un 

triangle, six segments tels, que le produit de trois 
segments qui n'ont pas d'extrémités communes , 
est égal au produit des trois autres 224 
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Théob. XIX. Si les côtés d*an polygone ganebe sont coupés par ' 

un plan transversal, le produit des segments qui 
u*ont pas d*exirémités communes sera égal au 
produit des autres segments Mi 

- XX. SI, par une droite quelconque et par les différents 

sommets d*un polygone gauche ayant un nombre 
impair de côtés, on fait passer des plans qui par- 
tagent les côtés respectivement opposés à ces 
sommets, cbacun en deux segments ; le produit des 
segments qui n*ont pas d'extrémités communes 
sera égal au produit des autres segments 2^5 

- XXI. Lorsqu'une droite AB est partagée en deux seg- 

ments AC, BG proportionnels aux nombres b, a; 
si, des points A, B, C, on abaisse, sur un plan 
quelconque, des perpendiculaires AA', BB% CC', 
on a (a-hh) CC—a. AA'h-&. BB' 390 

- XXII. Étant donné un système de points A,B,C...,on peut 

toujours déterminer un point tel, que sa distance 
à un plan quelconque soit égale à la moyenne 
entre les distances, au même plan, des points A, 

B, C 230 

*» XXIII. La somme des carrés des distances de n points A, 
B, G,... à un point quelconque S, est égale à la 
somme des carrés des distances des mêmes points 
à leur centre 0, augmentée de n fois le carré de 
80 220 

^ XXIV. Le lieu géométrique des points tels, que la somme 
des carrés des distances de chacun d'eux à des 
points donnés A, B, C,... soit constante, est une 
sphère qui a pour centre le centre des moyennes 
distances des points A , B, G 220 

-- XXV. Si , dans un angle polyèdre dont toutes les faces, 
excepté une, sont constantes, on £aiit varier un 
seul des angles dièdres opposés à cette face, de 
manière que Tangle polyèdre reste convexe, la 
face variable augmentera si Tangle polyèdre aug- 
mente, et elle diminuera s*ll diminue 227 

— XXVI. Si Ton fait varier d'une manière quelconque les 
angles dièdres d'un polyèdre convexe dont les 
faces sont constantes; que Ton mette le signe + 
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sur Tarôte de chaque dièdre qui augmente, le 

signe ~ sur l'arête de chaque dièdre qui dimi- 
nue, puis que Ton fasse le lour entier de Tangle 
polyèdre; on trouvera au moins quatre variations 

de signes Si8 

Pbob. I. On donne un plan XT et deux points A, B, situés 
d'un même côté de ce plan; et Ton demande de 
trouver, sur le plan XY, un point M tel, que la 
somme des distances AM, BM soit un minimum. S829 

— II. On donne un plan XT et deux points A, B, situés 

de côté et d'autre de ce plan ; et Ton demande 
de trouver, sur XY, un point M tel, que la diffé- 
rence des distances AM, BM soit un maximum. . . 229 

— III. Trouver, sur une droite donnée, un point tel, que la 

somme de ses distances aux deux faces d*un angle 
dièdre donné , soit un minimum 229 

— lY. Trouver le lieu des points également distants de 

deux droites qui se coupent 230 

— Y. Quel est le lieu des points tels, que la différence 

des carrés des distances de chacun d'eux à deux 
points donnés, soit égale à un carré donné? 231 

— YI. On donne n droites OA, OA',... passant par un point 

0; et Ton demande sur quelle surface seront si- 
tués les points M tels, que si Ton abaisse, de cha- 
cun d'eux, les perpendiculaires MP, MF', MP%... 
sur ces droites, la somme des rectangles construits 
sur les distances OP, OP', OP',... et sur les lon- 
gueurs données 6, &', 6',... soit équivalente à un 

carré donné 231 

— - YII. Couper un angle tétraèdre par un plan, de manière 

que la section soit un parallélogramme 232 

— YIII. Couper par un plan un angle trièdre trirectangle, 

de manière que la section soit égale à un triangle 

donné 233 

—• IX. On donne deux plans P, Q et un point A. Par ce 
point on fait passer une droite arbitraire qui 
coupe les plans donnés en des points C, D; après 
quoi Ton construit le point B, conjugué harmo- 
nique du poiut A, relativement aux deux autres 
points. Quel est le lieu du point B? 23i 
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Pioi. X. On donne deai droites X^ T et un angle dièdre D, 

que Ton fait tourner autour de son arAle C, sup- 
posée fixe. On demande de prouver qu'il existe 
sur la première droite un point fixe A , et sur la 
seconde droite un point fixe B. tels que a et & 
étant les points oU ces deux droites percent les 
faces de l'angle dièdre, dans une position quel- 
conque , le rectangle des segments Aa, Bb soit 
constant 234 

- XI. Étant donnés un quadrilatère gaucbe ABCD et une 

droite EF qui partage proportionncllenrieni deux 
côtés opposés de celte figure, trouver une droite 
GH qui partage proportionneilt^ment les deux au- 
tres côtés, et qui soit per|)endiculaire à la pre- 
mière droite EF 235 

- XII. Une droite s*appuie sur deux côtés opposés d'un 

quadrilatère gauche, en restant parallèle à Tun 
des plans directeurs de ce quadrilatère. Une se- 
conde droite s'appuie sur les deux autres côtés 
opposés, en restant parallèle au second plan direc- 
teur. De plus, ces deux droites sont constamment 
perpendiculaires entre elles. On demande de 
quelle nature est la ligne décrite par le point 
d'intersection de ces deux droites 237 

— XIII. Étant donnés deux points fixes A, B, et deux plans 

VY, XZ; on prend dans l'espace un point quel- 
conque M; on mène la droite AM; on joint le 
point P, où elle perce le plan VY, avec le point B, 
par la droite PpB, laquelle perce le plan XZ au 
point p; enfin, on trace les droites BM, Ap; et 
l'on obtient ainsi un quadrilatère plan 1A?mp. Si 
le sommet M de ce quadrilatère décrit une droite 
CD, quel est le lieu décrit par le sommet m? 238 

LIVRE VI. 

Thbor. L Tout plan , mené par les milieux de deux arêtes 
opposées d'un tétraèdre, partage ce corps en deux 
parties équivalentes 241 

— II. Dans un parallélipipède quelconque, le produit de 
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Paire d*uDe face par la hauteur correspondante, 

est consiant ••»....».. ^ i 

Tbsoii. III. Si uoc surface polyédraie conTexe est terminée par 

une ligne brisée; dont les côtés soient ou ne soient 
pas dans un même pian, le nombre des faces, plus 
le nombre des sommets, égale le nombre des cô- 
tés plus 1 « î 

~ lY. Dans tout polyèdre convexe, le nombre des faces, 
plus le nombre des sommets, égale le nombre des 
arêtes plus 2 • S 

— V. Dans lout polyèdre convexe : V les faces d'un 

nombre impair de côtés sont toujours en nombre 
pair; 2« les sommets auxquels aboutissent un 
nombre impair d^arêtes sont toujours en nombre 
pair , SI 

— VI. Dans tout polyèdre convexe de F faces, le nombre S 

des sommets et le nombre A des arêtes satisfont 
aux conditions i 

— VU. Dans tout polyèdre convexe, le nombre des faces 

triangulaires, augmenté du nombre des angles 
trièdres, donne une somme qui ne peut être in- 
férieure à 8 S 

— VIII. !• Tout polyèdre convexe a des faces triangulaires, 

ou quadrangulaircs, ou pentagonales; 2» tout po- 
lyèdre convexe a des angles trièdres, ou tétraè- 
dres, ou pentaèdres a 

— IX. La somme des angles plans d'un polyèdre convexe 

est égale à autant de fois quatre droits que le po- 
# lyèdre a de sommets moins 2 2 

— X. Dans lout polyèdre convexe, la somme des angles 

polyèdres est équivalente à Texcès de la somme 
des angles dièdres sur autant de fois 2 dièdres 
droits que le polyèdre a de faces moins 2 2 

— XL Si une surface polyédraie convexe présente une 

seule ouverture, ayantm côiés non situés dans un 
même plan , on pourra toujours fermer cette ou- 
verture au moyen d'une surface polyédraie ayant 
au plus m — 2 faces, de manière à obtenir un 
polyèdre convexe, fermé de toutes parts 2 

— XIï. Si la surface d'un polyèdre convexe est partagée en 
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P parties séparées les unes des autres par A arêtes 
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d 
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même point. 
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— 304 — il , au lieu de X\X\X, lisez : XL, 
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LIVRE I. 



THÉORÈME 1. 

la porpendiealaires abaissées des sommets d'an trianf^le snr lei eMés 
opposés se coupent en un même point. 

Soit ABC un triangle quelconque dans lequel AP, CM, FVg. l 
BN sont les trois hauteurs. Menons, par les sommets, des 
parallèles aux côtés opposés; nous formerons ainsi un 
triangle A'B'C, dont les côtés seront, comme il est aisé 
de le reconnaître , doubles de ceux du triangle ABC. Les 
droites AP, CM, BN peuvent alors être regardées comme 
des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du 
triangle A'B'C; donc elles se coupent en un même point. 

THÉORÈME H. 

bans tout triangle, la droite DE qui joint les milieux de deux des côtés est, 
i^ parallèle au troisième côté; i^ égaie à la moitié de ce côté. 

Menons par le pomt E une parallèle au côté AC, et Fig. 2. 

soient 6 , F les points où elle coupe AB et la parallèle à 

AB , menée par le sommet C. 

i 
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2 THÉORÈMES ET PROBLEMES 

Les deux triangles BËG, GEF sont égaux comme ayant 
les angles égaux chacun à chacun , et les côtés BE , CE 
égaux par hypothèse ; donc BG=CF, et le point E est le 
milieu de BC. 

La figure ÂGFC est un parallélogramme ; donc GFs»AC« 
Et comme les points D, E sont les milieux respectif des 
côtés AG , GF , il s'ensuit que AD est égale et parallèle à 
GE. Donc AGED est un parallélogranmie. La première 
partie de la proposition est ainsi démontrée. 

La seconde partie est actuellement évidente : car 

DE=GF=BG=AG. 

THÉORÈME IIL 

Lo droites qui joipent les sommets d'an Iriangie aux miUea éfê eMés 
opposés se coupent en an même point sitné au lien de chaeane d'elles, 
à partir du côté correspondant. 

F». 3. Après avoir mené les deux médianes BW et CC', qui 
se coupent en lui point , prenons les milieux D , E des 
deux droites OB, OC, et menons DE, B'C'. D'après le 
théorème précédent , chacune de ces deux droites sera pa- 
rallèle au côté BC et égale à la moitié de BC ; doncB'C'DE 

est un parallélogramme; et, par suite, OB'=OD=^BB'. 

De même OC = J ce. 

Deux quelconques des trois médianes se coupant en un 
point situé au tiers de chacune d'elles, à partir du côté cor- 
respondant, les trois médianes doivent se couper en un 
même point. 

Remarque. Pour des raisons que nous indiquerons plus 
loin, le point de rencontre des trois médianes est appelé cen- 
tre des moyennes distances ou centre de gravité du triangle» 
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THËORÈMB IV. 

(ont trapèze, la droite qni joinl les milieux des diagonales est paialWl 
anx bases et égale à la demi-différence des bases. 

Par le poiut P, milieu du côté BC, menons une parallèle Fie* 4. 
aux bases ; elle passera évidemment par les points M, N et 
Q, milieux respectifs des diagonales et du côté AD. Or, 

MP=iCD, NP=JAB; 
donc MN=MP— NP= '- (CD— AD). 

THËORÊME V. 

Dans tout quadrilatère , les milieux des côtés sont les sommets 

d'un parallélogramme. 

Menons les diagonales AC, BD. D'après le théorème II, Fig. 6, 
les droites MN, PQ seront égales et parallèles; de même, 
MP et NQ sont égales et parallèles ; donc MNPQ est un pa- 
rallélogramme. 

THËORËHB n. 

Sans tovt quadrilatère, le point de rencontre des droites qui joignent les 
milieux des côtés opposée est situé au milieu de la droite qui joint les 
milieux des diagonales. 

Soient ABCD un quadrilatère, PR et QS les droites qui Fig. 6. 
joignent les milieux des côtés opposés, et MN la droite qui 
Joint les milieux dés diagonales; menons PQ, QR, RS, 
SP, PM, MR, RN et NP. La figure PQRS est un paral- 
lélogramme; donc PR etQS se coupent au point en deux 
parties égales. PMRN est aussi un parallélogramme, carPM 
et NR sont parallèles comme étant parallèles h AB^ et PN 
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et MR sont parallèles compoe étant parallèles à DG ; donc 
PR et MN se coupent au même point eu deux parties 
égales. Le point 0» milieu de la ligne qui joint les milieux 
des diagonales, se confond donc avec le point de rencontre 
des droites qui joignent les milieux des côtés opposés du 
quadrilatère. 

THBORÈMB VIL 

La somme des perpendiculaires OK, OH , abaissées d'on point quelconque de 
. la base BG d'un triangle isoscèle sur les deux antres côtés, est égale à la 
perpendiculaire BD abaissée de Tune des extrémités de la base sur le côté 
opposé. 

Fhs. 7. Menons 01 parallèle à AC; nous aurons OH=:ID. D'ail- 
leurs, les triangles OBI, OBK sont égaux; car ils sont rec- 
tangles, ils ont OB commun, et les angles KBO, BOI sont 
égaux; donc OK=BI; donc enfin 

OH + OK = ID + BI = BD. 

THÉORÈME VIIL 

Si d'un point 0, pris dans l'intérieur d'un triangle équilaléral ABC, on abaisse 
des perpendiculaires sur les trois côtés, la somme de ces perpendiculaires 
est égale à la hauteur AP du triangle équilatéral. 

FiG. 8. Pî^r le point menons MN parallèle à BG, et du point M 
abaissons MV perpendiculaire sur AC ; nous aurons d'abord 
0H = SP; et comme le triangle AMN est équilatéral, nous 
aurons aussi, d'après le théorème précédent, 

0K+0I=MV=:AS; 
donc 0H+ OK + 01 = SP + AS = AP, 
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THËORÈNB IX. 

Si deax triangles rectangles ont rhypolcnose égale et an angle aigu inégil , 
an plos grand angle aigu est opposé le plus grand eèlé. 

Soient BAC, B'Â'C les deux triangles rectangles, dans Fig. t 
lesquels nous supposons BC=B'C', et C>C', d'où B<B'. 

Au point B, menons une droite BD qui fasse, avec AB, un 
angle égal à Tangle aigu B\ et soit D le point où cette droite 
BD rencontre le côté AC prolongé. Nous aurons BD>BC. 
Si donc nous prenons BC"=BC, et que nous menions CA" 
perpendiculaire à BA, le point A'' tombera entre B et A. 
D'ailleurs, les triangles rectangles BCA", B'C'A' sont 
égaux comme ayant l'hypoténuse égale et un angle aigu égal; 
donc B'A' <CBA ; et, pour la même raison, C'A' > CA. 

THËORBMB X. 

Dans tout triangle , la somme des médianes est moindre que celle des eités. 

Prenons, sur la médiane CC' prolongée, C'D=C'C, et F». 1 
menons AD , BD. Le quadrilatère ACBD , dans lequel les 
diagonales se coupent en leur milieu commun G', est un 
parallélogramme; donc AD=BG. Actuellement, dans le 
triangle CAD, on a CD<AC+AD, 
d'où 2CCKAC+BC. 

On trouverait de même , 

2BB'<AB+BC, 

2AA'<AB+AC; 
donc AA'-4-BB'+CC'<AB4-BC-rAC. 
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PROBLÈME 1. 

On donne une droite AB et deux points C, D, situés d'un même côté de 
cette lipe; et Ton demande de trouver, sur AB, un point H tel , que la 
somn^e des distances CM, MD soit un minimum. 

ho. 11. Abaissons CE perpendiculaire sur AB, et prolongeons 
cette perpendiculaire d'une quantité EC' égale à EC : le 
point C^ sera symétrique du point C, par rapport à AP; 
donc C'M=CM, et CM+>ID=C'M+MD. Or, cette der- 
nière somme sera la plus petite possible, lorsque les trois 
points. D, M, C' seront en ligne droite. 

n suffit donc , pour résoudre le problème proposé , de 
joindre le point donné D au point C, symétrique de l'autre 
point donné C, par une droite DMC; le point M', où cette 
ligne rencontre*la droite donnée AB, satisfait à la question. 

Remarques. 1® AB et DMC étant des droites, les angles 
DMB, AMC sont égaux comme opposés au sommet; d'ail- 
leurs AMG'=AMG, attendu que AB est perpendiculaire 
au milieu de CG'^; donc les angles DMB, AMG sont égaux 
entre eux. 

2<^ Cette propriété peut être énoncée autrement : suppo- 
sons, conformément au principe de la moindre actiony que 
CMD soit le chemin suivi par un corps élastique qui , parti 
du point C , soit arrivé en D, après s'être réfléchi sur la 
droite AB. Menons MN perpendiculaire ou normale à AB; 
les angles NMG , NMB seront appelés respectivement an- 
gle d'incidence et angle de réflexion. D'ailleurs ces angles, 
compléments respectifs d'angles égaux, sont égaux. Ainsi, 
la réflexion des corps élastiques, de la lumière, par exem- 
ple, se fait de manière que V angle d'incidence est égal à 
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hngle de réflexion. Cette couclusioa est confirmée par 

l'expérience. 

PROBLÈME IL 

Qielle TOBlA doit snim la bille d'un joaeor poar rencontrer la bille 
(|e radYCTsaire, après avoir tooehé les quatre bandes du billard? 

Soient M , N les positions des deux billes sur le billard Pio, 12, 
rectangulaire ABCD, et soit MPQRSN la route que doit 
suivre la bille M; construisons le point M' symétrique de M 
par rapport à AB, et le point M" symétrique de M' par rap- 
port à BG. Soient N' et N" les points que Ton déduit de N par 
une construction analogue. D'après le problème précédent, 
les lignes MTQ, M'^QR, N'SR, N'^RQ sont droites : donc 
SrQRN'' est une ligne droite; elle détermine évidemment 
les points R, Q, puis les points P, S. 

Bemarques. l^Le plus court chemin MPQRSN est évi- 
demment égal , en longueur, à la droite M^N". 

2^ Les angles aigus P, R sont égaux , comme complé- 
meats d'angles égaux; donc les droites PQ, RS sont pa- 
rallèles. De même MP et NS sont parallèles à RQ. 

PROBLËMB IIL 

Quelle route doit suivre une bille pour revenir an point de départ, 
après avoir toueko les quatre bandes du billard? 

Poor résoudre cette question , il suffit de supposer, dans Fie. 15. 
le problème II , que les points M , N se confondent ; alors, 
tf après la dernière remarque , la figure MPQRSM devient 
un paraMograuune. 



8 THKORÉMES ET PROBLÈMES 

On reconnaît , en outre , que ce parallélogramme a ses 
cAtés parallèles aux diagonales ÂG, BD du rectangle. 

En effet, si nous prolongeons DA jusqu'à sa rencontre 
en I avec PM', nous aurons AI=AS=CQ; donc le qua- 
drilatère AIQC, dans lequel deux côtés sont égaux et pa- 
rallèles, sera un parallélogramme; donc PQ est parallèle 
àAC. 

Remarque. A cause de PS=PI, on a PQ+PS=QI=AC ; 
doue le plus court chemin MPQRS a um longueur égale à 
la somme des deux diagonales AG, BD et, conséquemment, 
indépendante de la position du point M. 

PROBLÈME IV. 

> .1 

Oi donne une dnrite AB et denx points G, D, situés de eîlté et d'autre de 
cette ligne; et ron demande de trouver, sur AB, un point H tel, que ia 
différence des distances CH, MD soit nn maximum. 

FiG 14. Eu prenant, comme dans le problème I, le point G' 
symétrique du point G, nous aurons GM — MD=G'M — MD. 
Or, cette dernière différence sera la plus grande possible, 
lorsque les trois points G', D, M seront en ligne droite. 

En effet, si nous prenons sur AB un point quelconque 
M', nous aurons, dans le triangle G'M'D : 

C'M'— M'D<G'D. 

PROBLÈME V. 

Étant donnés denx eoupies de droites parallèles et nn point A sitné sur leur 
plan, on propose de mener par ce point une sécante telle, que les parties 
de cette droite, comprises entre les deux systèmes de parallèles, soient 
égales entre elles. 

FiG, 15, Supposons le problème résolu, et soitAMNPQ la sécante 
demandée, de manière que MN=PQ. Les parallèles don- 



/ f 



DE GEOMETRIE ELKMEPITAIRE. • 

Dées formeront un parallélogramme KK'HH' dans lequel 
les diagonales sont KH et K'H'. Observons que si la 
sécante AMNPQ était parallèle à Tune de ces diagonales, 
à KH, par exemple, on aurait, à la fois, MN=KH, 
PQ=KH; et, par suite, MN=PQ. 

Donc, pour résoudre la question, il faut, par le point 
donné A, mener des parallèles aux diagonales du parallélo- 
gramme formé par les couples de parallèles; on obtiendra • 
ainsi deux sécantes qui répondront à la question. 

PROBLÈME y\. 

Conslraire an parallélogramme, connaissant les deux diagmleii et an eôlé. 

Soit ABCD le parallélogramme demandé, dans lequel ou Fig. 16< 
connaît les diagonales AG, BD et le côté AB. 

Dans le triangle AOB ou connaît les trois côtés, sa- 
voir A0=5 AC, B0 = ^ BD et AB qui est donné; on con- 
struit donc ce triangle, puis on prolonge AO d'une quantité 
0C=AO, et OB d'une quantité OD=OB; après quoi l'on 
mène AD, DC et CB. 

PROBLÈME VIL 

far les quatre côtés d'an carré ABCD, on prend les distances AM, BN, CR» D8 
^es entre elles ; et on propose de démontrer que la figure HNRS est uq 
carré. 

Les triangles AMS, BMN, CNR et RDS sont égaux comme F». 17 
ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux cha- 
cun à chacun; donc MS=MN=NR=RS. Ainsi, la figure 
MNRS a ses côtés égaux. D'ailleurs, l'angle 

MSR=2^— MSA--RSD=2*— MAS=1^ 
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On prouverait de même que les autres angles de la figure 
MNRS sont droits ; donc cette figure est un carré. 

PROBLiNB Vin. 

Troayer, sur l'on des côtés d*aii angle ABC , un point également distant 
da seeond e6té et d'nn point D, situé jsur le premier eôté. 

Fi6. 18. Supposons le problème résolu : abaissons OH et DK 
perpendiculaires sur ÂB, et menons DH. Dans le triangle 
isoscèle OHD, les angles OHD, ODH sont égaux. Mais, à 
cause des parallèles OH, DK, les angles OHD , HDK sont 
égaux comme alternes interries; donc OHD=HDK; donc 
DH est la bissectrice de l'angle BDK. 

Ainsi, pour résoudre le problème, il faut mener DK per- 
pendiculaire sur AB, diviser Tangle BDK en deux parties 
égales par la droite DH, et mener HO parallèle k DK« 

PROBLÊME IX. 

Construire un triangle isoseèle ABC, connaissant son sommet A, sachant qae 
les extrémités B et C de la base sont placées sur deux parallèles données 
CH, BK, et connaissant Tangle que la base fait avec ces parallèles. 

FiG. 19. En un point K quelconque de la parallèle BK menons, 
sous Tangle donné a, la droite HKI; du point A abaissons 
une perpendiculaire sur Kl; prenons le milieu M de la por- 
tion ON de cette perpendiculaire, comprise entre les paral- 
lèles données ; par ce point menons BMC parallèle à Kl : 
BG sera la base cherchée. 

En effet, les deux triangles BMO, NMG sont évidem- 
ment égaux; donc BM = MC;'donc le triangle ABC est 
isoscèle, et comme Tangle BCN=IKB=a, ce triangle sa- 
tisfait aux conditions données. 
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PROBLËMB X. 

t 

Élant donné nn triangle ABC, on propose de mener nne pardièie HN à h 
base BC, de tdb «nrte que la Iragimir M de cette paraUète Mit égale 
à la somme des segments MB , NG déterminés sur les ailits eôtés da 
triangle. 

Prenons, à partir du point M, là longueur MO^^BM; Fio. 20. 
.menons OB et OC. Dans le triangle isoscèle BMO, les angles 
BOM, MBO sont égaux; mais MN est parallèle à QG, donc 
B0M=OBC, et MBO=OBC. La droite OB est donc la 
bissectrice de l'angle B. On prouverait de la même ma- 
nière que OC est la bissectrice de l'angle C Donc le point 
est le point de rencontre des bissectrices ie$ angles B 
etc. 

Pour résoudre le problème, il faut donc diviser les artgles 
B et G en deux parties égales ; et, par le point de rencontre 
des deux bissectrices ^ mener une parallèle k la base BG. 

PROBLËMB XL 

Par an point 0, sitné dans Tangle dénié A, muer une droite BG qui soit 
divisée en deux parties égales par ce point. 

Menons, par le point 0, OH parallèle au côté ÂG de Fig. 21. 
Tangle donné. Nous aurons, par le théorème II, ©H= AH* 

Ainsi, pour résoudre le problème, on mènera par le point 
une parallèle OH au côté AC, on prendra HB=AH, et 
Ton joindra le point B au point 0. 

PROBLÈME XIL 

Construire un triangle, connaissant deux côtés et nne médiane. 
Soit ABC le triangle cherché , et soit CG' la médiane Fig. 22. 
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donnée. Parmi les deux côtés donnés » il y en, a nécessai- 
rement un, au moins, qui aboutit au sommet G . supposons 
que ce soit le côté AG. Si le second côté donné est ÂB, le 
problème se réduit à la construction du triangle ACC^ dans 

lequel on connaît les trois côtés, attendu que AG^=| AB 

Si le second côté donné est GB, prolongeons GC ' d*une 
quantité égale à elle-même, et menons DB. Nous connaî- 
trons , dans le triangle GBD, d'abord le côté GB , ensuite 
BD==>AG, et enfin GD=2CC'. La-question est donc résolue. 

PROBLÈME XIU. 

GoDStraire un Iriangle, eon&aissant on celé et deux médianes. 

FiG. 23. Soit le point d'intersection des deux médianes don- 
nées AA', BB^ D'après le théorème HI, OA=iAA', OB' 
=gBB'. Par conséquent, la construction du triangle ABC 

se réduira , quel que soit le côté donné , h la construction 
de Tun des trois triangles AOB, AOB', BOA', dans lequel 
les trois côtés seront connus. 

PROBLBHB XIV. 

Gonslrnire un triangle, connaissant ses trois médianes. 

FiG. 24. Soit le point d'intersection des trois médianes. A cause 

de B0=5BB', AO=?AA', 0G'=JGC', on connaît, 

dans le triangle AOB , les deux côtés BO , AO et la mé- 
diane OC'. La question est donc ramenée au problème XII. 
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. PROBLÈME XV. 

Gonstniire nn Iriaiigle ABC , eonnaissant le périmètre et deux angles. 

Prolongeons le côté BC indéfiniment de part et d'autre. Fig. 25. 
Prenons BH=BA, CK=CA, et menons AH et AK. Dans 
le triangle isoscèle ABH, Tangle H, égal à BAH» sera la 

moitié de l* angle donné B. De même, K=^G. D'ailleurs 

HK égale le périmètre donné. 

On peut donc construire le triangle HAK et déterminer 
ensuite les points B, G. 

PROBLÈME XVL 

Triaver le lieu des poisls tels, que la somme des dislances de chacun d'eux 
à. deux droites données, soit égale à une longueur donnée. 

11 y a plusieurs cas à distinguer : 

1® Les deux droites AB, CD sont parallèles, et leur di- Fig. 26. 
stance est moindre que la longueur donnée. 

Le lieu géométrique se compose évidemment du système 
de deux droites MN, PQ, parallèles aux deux droites don- 
nées. Pour obtenir ces parallèles, on mène une droite EFGH, 
perpendiculaire aux deux droites données , et Ton prend 

FG=HE=5 (L— EF), L étant la longueur donnée. 

2® Les droites données sont parallèles, et leur distance 
est égale à la longueur donnée L. 

Dans ce cas , tout point de la bande comprise entre les 
deux parallèles données AB, CD, satisfait à la question. 

3® Les droites données sont encore parallèles , et leur 
distance est plus grande que L. 
Alors le problème est évidemment impossible. 



14 TH6oRÈMK8 et PROBLBlf£& 

4^ Les deux droites sont concourantes. 

F». 27. Menons EF parallèle à la droite donnée ÂB, de manière 
que la distance entre ces deux droites soit égale à L. Pre- 
nons, à partir du point de concours 0, 06= OE. 

D*àprès le théorème YII , tous les points de la basé AE 
ixk tiiâûgle isoscèle AOE satisferont à la question. Mail 
cette base ne constitue pas tout le lieu géométrique cherché r 

FiG. 28. il est clafr, en effet, que si nous prenons OH=^iOI=OEf 
tous les points situés sur le périmètre du rectangle EGHI 
seront tels , quQ la somme des distances de chacun d'eux 
aux deux droites données , sera égale à L. 

Remarque. Si, dans le cas des droites concourantes, on 
demandait que la différence des distances du point cherché 
aux deux droites fllt égale à L, on trouverait, pour le lieu 
géométrique, les prolongements des côtés du rectangle. 
C'est ce qu'il est aisé de reconnaître. Le cas des droites 
parallèles donnerait lieu à une discussion toute semblable 
à celle qui précède. 

PROBLÈME XVIL 

Coostroire un quadrilatère, cojinaissanl les quatre côtés etTone 
des deux droites qui joignent les milieux des côtés opposés. 

FiG. 29. Soit ABGD le quadrilatère cherché, dans lequel, indé- 
pendamment des côtés, Ton connaît la droite EG, qui passe 
par les milieux des côtés AB, CD. Soient II, F les milieux 
des diagonales du quadrilatère. Si nous menons HE, GF, 
ces deux droites seront égales et parallèles , car chacune 
d'elles est parallèle à AD , et égale à la moitié de cette 
droite. De même, les droites GH, EF sont parallèles, et 
chacune d'elles est égale à la moitié de BG. Il résulte de 
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là qoe la figure EFGH est un parallélogramme , dans le- 
quel on connaît les côtés et Tune des diagonales Op peut 
donc construire ce parallélogramme, et déterminer sa se- 
conde diagonale FH. 

Actuellement* soient M, N les milieux des côtés AD, BC du 
quadrilatère. La figure MHNF sera encore un parallélogram- 
me, dans lequel on connaît les côtés et la diagonale FH, 

Le reste est évident. 

PROBLËMB XVIII. 

CMStraiK on pentagone, connaissant les iniliem de ses côtés. 

Supposons le problème résolu, et tirons une diagonale Fig. 30. 
BE, qui partage le pentagone ABGDE en un triangle ABE 
et un quadrilatère BEDG. Si Ton joint les milieux des quatre 
cAtés de ce quadrilatère , on obtient un parallélogramme 
PNOQ,dans lequel on connaît de grandeur et de position les 
deux côtés PN, PQ. Il est donc possible de construire ce 
parallélogramme. Pour cela, par le point N, on mène une 
parallèle à PQ, et par le point Q une parallèle à PN ; on ob- 
tient ainsi le point 0, milieu de la base BE du triangle ABE. 
Comme cette base BE est parallèle à la droite connue MR, 
et qu'elle est double de cette ligne, on mène par le point 
une parallèle à MR, et on prend sur cette parallèle, de part 
et d'autre du point 0, des distances OB, OE égales à MR* 
ce qui donne les sommets B, E. On trace ensuite les droites 
BM, ER, lesquelles, par leur intersection, déterminent le 
sommet A. Si Ton mène ensuite BN, et que Ton prenne 
NC=BN, on obtient le sommet G. Enfin, on mène EQ, et 
l'on prend QD=EQ, ce qui donne le cinquième sommet D. 
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PROBLÈME XIX. 

Trouver, sur le côté AB d*on triangle , un point tel , qne la sonune 
de ses distances ao deux autres côlés soit un mininimn, 

F». 31 . Prenons, sur AB , deux points quelconques M, M' ; de 
ces points abaissons MP, MT' perpendiculaires sur ÂC, 
et MQ , M'Q' perpendiculaires sur BC. Afin de connaître 
laquelle est la plus grande des deux sommes MP+MQ, 
MT'+M'Q', posons 

MP + MQ^M'P'+M^Q'. 

Venons MB parallèle à AG et M'S parallide à BG : Fine' 
galité deviendra - - 

MP+MS+SQ^M'B+RP'+M'Q'; 

d'où, à cause de MP=BP^ SQ=M^Q' : 

MS^MH. 

Or, les deux triangles rectangles MBM^ MSM' ont l'hypo- 
ténuse commune. Si donc , comme cela a lieu dans la 
figure, Tangle A est supposé plus grand que Tangle B , 
nous aurons MM'S<CM'MR; d'où, par le théorème IX, 

MS < M'R, et, par suite, MP + MQ < MT' -+- P'Q'. 

Ainsi , la somme des distances du point M aux deux côtés 
AC, BC diminue à mesure que ce point se rapproche du 
sommet A ; elle sera donc la plus petite possible quand le 
point M se confondra avec ce sommet. 

PROBLÈME XX. 

Trouver, dans le plan d'un triangle, un 'point Ici, que la somme 
de ses distances aux trois côtés du triangle, soit un mininmm. 

FiG. 52. Par un point quelconque M, intérieur ou extérieur au 



DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 17 

triangle , menons DE parallèle au côté ÂB , et soit F le 
point où elle rencontre le côté AG, adjacent au plus graud 
des deux angles A, B. D'après le problème précédent» 
nous aurons 

FH<MQ+1IR, - 
ou FH+FG<1IP+MQ+IIR. 

Il ne 8*agit donc plus que de comparer le point F avec les 
autres points du côté ÀC ; or, d'après le même problème , 
on a 

CI<FH+FG. 

Ainsi , le paM cherché est le sommet dupluê grand des trais 
angles du triangle; en même temps, le minimum de 

MP+MQ+MR 
est la plus petite des trois hauteurs du triangle. 
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Ig THEORiMBS ET PROBLÈMES 



LIVRE n. 



THËORBNB I. 

Le diamètre da eerele inscrit dans un triangle rectangle est égal à Texeès 
de la gomme des deux côtés de l'angle droit sur l'hypotéouse. 

FiG. 33. Soient ABC un triangle rectangle et OP le rayon du 
cercle inscrit. La somme des deux côtés de l'angle droit 

est AC+AB=AN+NC+AP+PB, 

et rhypoténuse BC=BM+MC. 

Betranchant ces deux égalités membre à membre^ et ob- 
servant que NC=MG et PB=MB , 
on obtient AC+AB— BC=AN+AP. 
Or, la figure APON est un carré ; donc 

AN+AP=20N=le diamètre du cercle inscrit; 
donc AC+AB — BC= le diamètre du cercle inscrit. 

THÉORÈMB IL 

Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle sur les côtés op- 
posés divisent en deux parties égales les angles du triangle dont les som- 
mets sont les pieds de ces perpendiculaires. 

FiG. 54. Soit ABC un triangle quelconque et soient AP, CM et 
BN les perpendiculaires abaissées des sommets sur les 
côtés opposés, lesquelles se coupent en un point 0. A cause 
des angles droits en M, N, P, si nous décrivons des cir- 
conférences sur les droites OA, OB, OC, ces circonfé- 
rences passeront par les points M, N, P. 
Cela posé, les angles OBP^ OMP sont égaux, comme ayant 
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tons deux pour mesure la moitié de l'are OP; de méoie, las 
angles OÂIt» OMN sont égaux, comme ayant pour mesufe It 
moitié de V^e ON. Mais les angles OBP, OAN sont égaùi, 
parce que chacun d'eux est le complément de l'angle G ; 
donc OMP=OMN; donc la perpendiculaire CM divise 
Vangle PMN en deux parties égales. On prouverait de la 
même manière que les perpendiculaires AP et BN divisent 
les angles MPN et MNP «chacun en deux parties égales. 

Remarqtie. 1° Le point 0, où se coupent- les trois hau- 
teurs du triangle ÂBC, est le eentre du cercle inscrit au 
triangle formé par les pieds de ces trois hauteurs. 2° Les 
sommets A, B, C du premier triangle sont les centres des 
cercles ex-inscrits au second. 

THËORËHE IIL 

Si, par rnn des deux points d'intersection de deox circonférences 0, (K, on 
mène deux diamètres ÂM, AN, les extrémités M, N de ces deux diamètres 
et I^ second point d'intersection B sont en ligne droite. 

Menons MB, NB. L'angle MBA est droit comme inscrit Fig. 35, 
dans un demi-cercle r il en est de même de l'angle ABN; 
donc les angles ABM et ABN sont supplémentaires ; donc 
la hgne MBN est droite. 

THÈORÉMIS IV. 

Si, par le point de contact de deux circonférences, on mène deux cordes 
communes AD, BG, les droites AB, CD, qui joignent les extrémités de ces 
cordes, sont parallèles. 

Si nous menons la tangente commune HOK , les angles Fig. 36. 
OAB, BOH seront égaux comuDe ayant pour mesure l OB; 
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de même, ODG=KOC: Mais les angles BOH, KOC sont 
égaux comme opposés par le sommet; donc OÂB=ODC; 
donc les droites AB, CD sont parallèles, comnie faisant 
avec AD des angles alternes internes égaux. 

THÉORÈME V. 

Si , par le point finteneetion A de denx eireonféreoees 0, V\ on mèae deux 
cordes eonuniines GD,'EF, les droites CE, DP, qui joignent lesextrémltéi 
de tes eordes, font entre elles nn angle constant. 

F i6« 37. Menons, par le point A, les deux droites 6AH, G'A'H', 
respectivement tangentes aux deux circonférences. Nous 
aurons ADF=H'AE, 

ÀGE=HAE; 

d*o4 ACE— ADF=HAE-r.H'AE ; 

ou encore ACE — ADF==HÀH'. 

Ainsi , la différence des angles que font les deux droites 
£G, DF avec la corde commune CD, est constante et égale 
à Fangle des deux tangentes. Il résulte de là que si nous 
prolongeons EC, DF jusqu'à leur rencontre en M, l'angle 
CMF sera égal à HAH'. 

Remarque. Si la corde CD reste fixe, et que la corde EF 
tourne autour du point A, le point M variera de position , 
mais de telle sorte que Tangle M sera constant. Donc ce 
point M décrira un arc capable de Tangle HaH', dont les 
extrémités seront les points G, D. 
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THÉORÈME VI. 

» 

les kisseetriees des angles intérieurs d'un quadrilatère forment 

UQ quadrilatère inseriptible. 

Soient ÂBGD un quadrilatère quelconque , et MNPQ le Fig« 38 
quadrilatère formé par les bissectrices des angles du qua- 
drilatère ABCD. Il suffit, pour démontrer le théorème, de 
prouver que la somme des angles M et P est égale à â"*. 

Or, dans le triangle ABM, on a ^A+jB+M=2^ dans le 

triangle CPD, on a également .jC+jD+P=2*; donc 

l (A+B+C+D)+M+P=4*. Mais i(A+B+C+D)=2^; 
doucM+P=2*'. 

Remarques. 1^ Si ABGD est un parallélogramme , le 
quadrilatère intérieur sera un rectangle, dans lequel les dia« 
goiiales seront pâr^èles aux côtés du parallélogramme. 

2® Les bissectrices des angles extérieurs d*un quadrila- 
tère jouissent des mêmes propriétés. 

THÉORÈME VIL 

Les bissectrices HP, KN des angles formés par les cotés opposés d'nn 
quadrilatère inserifABCD, sont perpendiealaires entre elles. 

HP étant la bissectrice de l'angle ÂHD , on a Fig^ 39, 

AP— BM=DP— CM. 
De même, AN— DQ=BN— CQ. 

En ajoutant ces deux égalités on obtient -. 

PN— DQ— BM=BN+ DP— MQ ; 
ou PN4-QM=PQ+MN. 

Par suite , les deux angles PON, MON sont égaux coinne 
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ayant même mesure , donc les droites KN, HP sont per- 
pendiculaires Tune à ràutrev> 



• k 



THËOAËMB VIII. 

° Les eireonlérmes qù mt pour eordei In cMég d'an qndrilatère ABGD 
inieriptible donnent lieu , par leon «eeondei inl^seetiou, à on q^adrilalèn 
inseripUble AVG'ir. 

FlWiilO. Les trois angles ea C donnent ' 

D'GT5'+D'C'C+B'C'C=4«; 
mais oïl i B'C'C+B'BC=2^ 

D'C'C+DT)C=2<»; 
donc ' D'CB'^B'BC+DTK:. 
On prouverait de même que 

D'A'B=B'BA+D'DA. 
Ajoutant ces deux égalités, on obtient 

D'C'B'+D^A'B'=CBAH-GDA. 
Or, CBA+CDA=2% 

parce que le quadrilatère ABCD est inscrit ; donc 

D'C'B^+D^A'B^=2^ 
donc enfin le quadrilatère A'B'G'D' est insariptiblc. 

THËORËMB IX. 

Les pieds M, N,P des perpendiculaires abaissées d'un point d'une circon- 
férence sur les côtés d'un triangle inscrit ABC, sont situés sur une même 
droite. 

FiG. 41. Menons MN etNP le théorème sera démontré si on 
prouve que les angles BNM, GNP sont égaux. 

Sur OB comme diamètre décrivons une circonférence ; 
elle passera par les points M, N, parce que les angles BMO, 
BNO sont droits. Décrivons de même une circonférence 
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sur OC comme^ ditmètre; elle passera par les points N, 
P, parce que les angles ONG« OPG sont droits. Gela 
posé, Taugle^MBO, supplément de l'angle AGO, est éf^ 
à Tangle OGP, qui est aussi le supplément de AGO; donc 
BOMsGOP* Mais ces deux derniers angles sont respecti- 
vement égaux, l'ua à BNM, l'autre à GNP; donc BNM est 
égal à GNP. 

THÉORÈME X. 

« 
• 

Si, du sommet B d'un triaogle éqnilatéral inscrit, on mène une corde quel- 
conque BD qui coupe le côté AG, et qu'on joigne les deux autres sommets 
A, G au point D, on aura BB=AD+G1T. 

Par le point G, menons GE parallèle à ÀJ), et joignons Fio. 42. 
le point E aux points A , B. Il résultera de cette cons(ruc- 
lion deux triangles BEF; DGF, lesquels seront équilatéraux. 
En effet, à cause des parallèles , les arcs AE , DG sont 
égaux; donc 

BEG=BAG=?^ EBF=ABG=|S 

BDG=^AC=f, EGD=ABG=f . 
Par suite, BF==BE=AD et FD==CD. 
Doue enfin, BF+FD=BI>i=AD+CD. 

THËORIÊIIB M, 

SI, par les sommets d*un triangle, on fait passer trois circonférences se coupant 
deux à deux sur les côtés du triangle, ces trois lignes se couperont en mi 
même point« 

Soit D le second point d'intersection des circonférences Fia 45. 
AB'C' et BA'G' : je dis que la circonférence ÇA 'Bipassera 
en D. . 
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En effet, la somme des angles fonnés autour tlu point D 
par les cordes DB', DG' DAS est égale à six angles droits. 
Or, à cause des^quadrKatères inscrits ÂB'DG% BADG', 
les angles BDG', ATK]1' sont les suppléments des angles A 
et B dii triangle. Donc l'angle ÂDB' est le supplément de 
G; et le quadrilatère ADB'G est inscriptible. 

THEORBSIB XIL 

Si) ion cercle I, inscrit dans un angle 0/on mène des tangentes inté- 
rieures (m extérieures M® les tangentes intérieures Afr formeront 
des triangles ayant même périmètre; i^ les tangentes extérieures CD 
formeront de$ triangles /ians lesquels l'excès du demj-périmètre sur le 
c5té CD sera constant; 3^en joignant le centre aux extrémités des jan- 
gentès soit extérieures, soit ihtérieures, on formera des angles constants 
pour chaque espèce de tangentes ; l^ les angles au Centre pour la tangente 
extérieure et pour la tangente intérieure seront supplémentaires. 

FiG. 44. 1^ Soient M, N les points de contact de la. circonférence 
I avec les côtés de Tangle 0, et soit P le point où la tan- 
gente AB touche le même cercle. Nous aurons AP=:AN, 
> BP=BM ; donc le périmètrç du triangle OAB , formé par 
la tangente intérieure AB, est égal à ON+OM, c'est-à- 
dire égal à une quantité constante. 

2° Dans le trianglç OCD, formé par la tangente extérieure 
GD, on a OC— CQ=ON, OD— DQ=OM; donc 

OG+OD— CD=ON+OM; 
ou OG+OD+CD— 2CD:^20N, 

ou p— GD=ON; 

en désignant par ^p le périmètre du triangle. 

3® L'angle AlB est constant, car il est égal à la moitié 
de Tangle NIM, supplément de l'angle donné 0. 
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De même» l'angle GID est constant, car il est égal à la 
demi-somme des angles NIQ, MIQ. 

4^ La somme des angles NIM , NIQ , MIQ est égale à 
quatre angles droits ; donc les angles ÀIB , GID font sup- 
plémentaires. 

THÉORÈME XIII. 

1* Les segments détermijiés sur le cô(é d'an triangle par les poinU de cen- 
laet du cercle inscfrit et d'un des eereles ex-inscrits sont égaux, chacmi, m 
demi-périmètre moins un côté; i^ la somme de ces segments est éfét M 
demi-périmètre. 

Considérons, sur le côté ÂB, les segments AD, D6, BH, Fie. 45, 
déterminés par le point de contact D du cercle inscrit et 
par le point de contact H du cercle ex-inscrit 0'. Nous au- 
rons, en représentant par a, b, c les trois côtés du triangle, 
et par Sp le périmètre : 

1» 2pi=AB-i-BG+AC+CG=ABH-BH+AC+CÏ=AH+AI==2AH; 
donc j)=AH. 

2« 3p^2AD+2BF+2CF==2AD+2BC; 

donc AD=p — a. 

50 2jp=2BD+2AE+2CE=2ÇD+2AC; 

donc .BD=p— fr. 1 

3« BH=i)— c. 

Remarque. A cause de p==AH=AD+BD+CF, on 
conclut BH=CF, ou BG=CF. Ainsi, sur chaque côté Sm 
triangle quelconque^ le segment compris entre un sommet et 
le point de contact du . cercle inscrit , est égal au segment 
compris entre P autre sommet et le point de contact du cercle 
ex-inscrit. 
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THÉORÉMB XIV. . 

Étant donné on triangle queleon^ne ABC, si sur ehacnn de ses cotés ou 
eotastrait eitérieurement des triangles éqnilatéraax AGD, BCE, ABF, et 
si on mène les droites BD, FG, AE : i^ ces trois lignes seront.égales; 
S® elles se couperont en un même point 0; 3® les côtés du triangle 
donné ABC seront vus de ce point sous un même angle. 

FiG. 46. 10 Dans les deux triangles BAD, CAF, nous avons 
AB=AF, AD=AC. De plus, les angles BAD, CAF sont 
égaux, comme se composant d*une partie commune BAC 
et de deux angles CAD, BAF, évidemment égaux entre 
eux. Donc les deux triangles BAD, CAF sont égaux entre 
eux; doncBD=CF. 

2® Circonscrivons des circonférences aux triangles ACD, 
BCE, ABP. n est facile de voir que ces trois^ lignes se 
couperont en un même point 0. Joignons ce point aux 
points A, B, C, D, E, F. Il résultera de cette construction 
six angles égaux AOD, DOC..., car chacun d'eux est inscrit 
dans un segment capable d'un angle de 60®. Par suite, 
A0F+F0B+B0E=2*; donc AOE est une ligne droite. 

30 Chacun des angles AOB, BOC, COA est égal à 1^0°. 
C'est ce qu'on exprime en disant que les côtés AB, BC, 
CA sont vus du point 0, sous un même angle, 

THÉORÈME XV. 

Étant donnés une circonférence et un rayon prolongé OA, si an point A on 
mène une perpendiculaire AB à ce rayon , et une sécante ADE à la circon- 
férence, puis que, par les points d!intersection D, E, oaniène des tangentes 
DG, EB, ces tangentes détermineront, par leurs intersections ayec la per- 
pendiculaire, deux distances égales AB, AG. 

FiG. 47. Tirons les droites [OB, OC, et les rayons OD, OE. Si 
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Ton prouve que OC=0B, les distances AB et AG seront 
égales» et le théorème sera démontré. 

Décrivons sur OB, comme diamètre, une circonférence : 
elle passera par les points E, A , parce que les angles 
OEB, OAB sont droits. De même , la circonférence décrite 
sur OC, comme diamètre, passera par les points D, A. 
Cela posé , les angles OAE , OBE sont égaux comme in- 
scrits dans le même segment OE ; de même , les angles 
OAD, OCD sont égaux ; idonc les angles OBE, OCD sont 
égmi.' n résulte de là que les deux triangles rectangles 
OBE, OCD sont égaux; donc OB=OC. 

PROBLfiMB I. 

Tmnéf la bissectrice de Tangle de deox droites HP, NQ 
I qu'on ne peut prolonger. 

Coupons les deux droites données par deux droites quel- Fifi* 48. 
conques MN, PQ. Menons les bissectrices MO, NO des 
angles M, N : le pointO appartiendra à la droite cherchée, 
parce .que les bissectrices des trois angles d'un triangle con- 
courent en un même point. Dè'même, si nous menons les 
bissectrices PC, QO' dès angles P, Q, nous obtiendrons 
un second point 0' de la bissectrice demandée ; donc 00' 
sera cette droite. 

PROBLÈME IL 

Deux circonférences qui se coupent étant données, mener, par Fan des points 
d'intersection, nne sécante commune qui ait une longueur donnée L. 

Suppoisons le problème résolu, et soit BAC la sécante FSg. 49; 
commune demandée; on aura BC=L. Des centres 0, I 
abaissons OVt, IN perpendiculaires sur BG^ et menons 
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IK parallèle à BG ; nous obtiendrons ainsi un triangle rec- 
tangle lOK dans lequel 0( est la distance des centres, et 

IK=lBG=iL/ 

Sî'donc on décrit une circonférence sur 01 comme dia- 
mètre, et que du point I comme centre, avec ^ L pour 

rayon, on trace un atc qui coupe cette circonférence en 
àeu^ points K, K'« il suffira de meper, par chacun des 
points d'iutersection A ou Â.^ deux parallèles aux droites 
IK, IK' : on obtiendra ainsi les droites BO, B'C, DE, 
D'E\ qui satisferont à Ténoncé., 

PROBLÈME III. 

Inscrire, entre ikox circonférences données, une droite parallèle à nne-drolle 
donnée AB et qui ait une longueur donnée HN. 

F^. 50. Supposons le problème , résolu, et soit CD la droite qui 
satisfait à la question : si, par le' centre 0, on mène OK 
parallèle à AB, et égale à MN, et qu'on tire OC et KD, la 
figure OKDC sera un parallélogramme ; donc KB=OG. 

Si donc, du point K comme centre, avec OC pour rayon, 
on décrit une circonférence qui coupe la circonférence I eu 
D etD', et que par ces* points on mène des parallèles DC, 
D^C à AB, elles répondront à la question. 

PBOBjLÈME IV. 

Construire un quadrilatère ABCD , connaissant deux angles opposes B, D, 

les deux diagonales et leur )ingle 0. 

FiG. 51. On décrit sur AC deux arcs, lun capable de Tangle B et 
l'autre capable de l'angle D; on mène ensuite une di^ite 
MN faisant avec AC un angle égal à 0, puis une droite BD 
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parallèle à MN, et telle , que la partie comprise eutre les 
deux arcs soit de longueur donnée;- on tracie enfin AB« 
fiC, CD, DA t et cufi a le quadrilatère demandé. 

PROBLÈME V. 

Par deux points A, B, donnés sar ane circonférence, mener denx cordes 
parallèles AC, BD, dont.là somme soit donnée. . ' 

Menons la corde >ÂB et ta corde inconnue CD, laquelle Fig. 52. 
sera égale à AB, à cause des' parallèles. Soit ensuite EF, . 
la droite qui joindrait les milieux de ces deux cordes. 

Dans le trapèze ABCD, la droite EF est égale à la demi- 
somme des basés; donc le point F se trouve sur utie circon- 
férence décrite du point E comme cei\tre, avec un rayon égal 
h la moitié de la somme donnée. D'un autre côté, les cordes 
égales AB, CD sont également éloignées du centre ; donc le 
point F se trouve sur uûe autre circonférence, décrite du point 
comme centre, 'avec OF pour rayon. De plus, la droite CD 
sera tangeote à cette circonférence. Nous pouvons donc re- 
garder la question comme résolue. 

Remarque. Pour que le problème soit possible , il faut 
et il suffit que la somme dpnnée soit moindre que 40E. En 
général, là construction -fournira deux solutions. 

PROBLÈME VI. 

Inserire dans ah earré donné un autre carré donaé. 

■ 

Soit MNRS lin carré inscrit dad$ ABCD. Il est évident Fia. 17. 
que les triangles AMS, BMN, CNR, DSR sont égaux; car 
ils ont les'faypoténuses égales et les angles aigus ég^ux. De 
plus, si l'on mène les diagonales BD, SN, on aura deux 
triangles SOD, BON égaux entre eux; car les angles OSD, 
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ODS sont respectivement égaux aux angles (NNB, OKN, et 
SD=BN; par conséquent OD==OB et OS=ON; c'est-à^re 
que les deux diagonales se coupent mutuellement en deux 
parties égales. On déterminera donc les sommets S, R, N, M 
en décrivant un arc de cercle du point comme centre, avec 
un rayon égal à la moitié de la diagonale du carré à inscrire. 
Remarque, L'arc décrit du point ne peut couper AD 
que si la diagonale du carré à inscrire est plus grande .que 
le côté de Tautre carré. * 

PROBLÈME VIL 

Construire on triangle, connaissant les pieds M, N, P des pe>pendieu!airei 
' abaissées des ^mmeis sur les côtés opposés. 

FiG. 34. Supposons le problème résolu,* et soit AËC le triangle 
demandé. Nous savons que les perpendiculaires AP, EN, 
CM sont les bissectrices" des angles du triangle MNP. Si 
donc nous menons, par les points donnés M, N, P, des per- 
pendiculaires à ces trois bissectrices, elles formeront le 
'triangle demandé ABC. 

PROBLEME VIIL 

Construire un triangle, connaissant la base, la hauteur et Pangle 

au sommet. 

FiG. 53. Sur une^ droite indéfinie XY, prenons une distance AB 
égale à la base, et décrivons sur AB un arc ADB capable 
de l'angle donné. Au point A, élevons sur AB une perpen- 
diculaire AH égale à la hauteur; menons par le point H une 
parallèle à AB; celte parallèle coupera en général Tare 
ADB ,en deux points C , C; et les triangles CAB, C'AB 
répondront à la question. 
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PROBLÈME IX. 

Constraire an triangle ABC , connaissant un angle A, la hantetr 
correspondante et le rayon du cercle inscrit. 

Construisons le cercle In^rit 0,'et décrivons du point A F^®* 54. 
comme centre , avec' un rayon égal à la hauteur donnée , 
m circonférence DEF. Il est clair que si nous menons à 
ces deux cercles des tangentes communes extérieures BC, 
B'C, nous obtiendrons les triangles ABC , AB'C, qui ré- 
pondent à la questidn. 

PROBLÈME X. 

• « 

Constrnîre on triangle ABC, connaissant la base AB, la somme 
des deux autres côtés AG, GB, et un angle A à la base. 

On connaît Tangle A et la base AB; on peut donc re- Fig. 55. 
garder comme connue la direction du côté AC. Si Ton prend 
AH égale à la somme donnée, et que Ton élève une perpen- 
diculaire MG au oiilieu de BH, cette droite rencontrera AH 
au somipet cherchée. Oft aura, effectivement ,.GH==CB, 
d'où • AC+t:B=AH. . 

PROBLÈME XL 

Construire un triangle ABC, eannaissant la base AB, la différeneo 
ie» deux autres côtés AG, CB, et un angle A à la base. 

L'anadyse de ce problème étant la même que celle du Fig. 56. 
problème précédent, nous allons seulement indiquer la cou* 
struction. 

Après avoir pris AB égale k la base donnée, on fait au 
point A un angle CAB égal à l'angle donné ; sur le côté'AC 
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on prend AH égale à la différence donnée; on élève une 
perpendiculaire au milieu de BH, laquelle coupe le côté ÂG 
au sommet cherché' Ci 



PROBLfiVfi XII. 

Cooslruire ud triangle ABC , connaissant un angle B à la base , 
la hauteur AH, et le périmètre P. 

Fw. 57. Si,' après avoir fait Taiigle XBY égal a Tangle. donné, 
on mène une parallèle à BX, qui en soit distante d'une 
quantité égale h la hauteur donnée AH, on connaîtra le 
sommet A ; et on sera évidemment ramené au problème X, 
puisque la somme des côtés inconnus AG , BC est égale à 
P— AB. 

PROBLÈMB XUI. 

Construire un triangle ABC , connaissant la base AB, Tangle C opposé 
à cette base, et la somme des deux dernrers côtés AC, BC. 

FiG. 58. Prenons, sur le prolongement de AC, CD=CB, et me- 
nons DB. Le triangle BCD étant isoscèle, nous aurons 

D=.^ ACB; donc Tangle D sera connu. 

De là résulte la construction suivante : 

On prend, sur une droite indéfinie, AD égale à la somme 
donnée. Au point D, on fait, avec AD pour côté, un angle 
ADB, moitié deTangle donné G. Du point A comme centre, 
avec un rayon égal a la base donnée, on décrit une circon- 
férence qui coupe DB au sommet B. Enfin, si au milieu de 
BD on élève la perpendiculaire EG, on obtient le dernier 
sommet G. 
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PROBLÈMB XIV: 

CoDstraire un triaBgle ABC, connaissaDt la base IB, Faifle G o|»posé 
à cette base, et la différence des deux derniers cètés AC , BjC. 

« 

L'analyse de ce problème diffère très-peu de celle du F». 59. 
problème XID. Elle conduite la eohstraetion suivaùte : 

On prend, sur une droite indéfinie, ÂD égale à la diffé- 
rence donnée. Au point D, on fait, avec AD pour côté, un 
angle ADB, double de Fangle donné G., Du point A comme 
centre, aveo un rayon égal à la base donnée, oi\ décrit 
une circonférence qui coupe DB au somniet B- Enfin, si au 
milieu de DB, on élève la perpendiculaire £G , on obtient 
le dernier sommet G. 

PROBLÈME XV. 

Gonstmiiie no triangle ABC, comnûssant h base AB 
et le cercle inscrit U. 

Si, par les. extrémités A, B de la base, on mène des tan- Fio. 60. 
gentes au cercle 0, on aura le triangle dierché. 

Remarque. Si l'angle AOB est droit, les tangentes de- 
viennent parallèle^ entre elles , et le problème est impos- 
sible. ' 

PROBLÈMB XVI. 

Constmire un triangle, connaissant le cercieinscrit, et Tun 
xles trois cercles ex^inscrits. 

En menant à ces deux cercles et G une tangente com- Fig. (K. 
mune intérieure ABv et deux tangentes communes exté- 
rieures- AD, BD, on obtient le triangle demandé ABD. 

3 



Y. 
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PROBLiin XVIL 

Cmlwê oa triôigle ; emaiuiBt dm des trois cerdei 
ex-iii8crils à ee Iriaigle* 

Ftt« 61 » Ea menant mik deux dr(ionférau^ Ct G' deux tangentes 
communes ihtérieiures AB, ÂP/ et une tangente commune 
extérieure BD> on obtient le triangle, dèm^indé ÂDB. 

. f ROBLàMB XVIII. . 

tioDslraipê un Iriangle, connaissant les cetitres C, C^, C^ des trois eeréles 
*. • cX'Inscrits â ce triangle. 

FiG. 61 . Supposons le problème résolu , et soit ABD le triangle 
demandé. Menons CC, G 'G" et G''G. Ghacun des centres G, 
G^ G" appartient à la bissectrice de Tun des angles du 
triangle, et aux bissectrices des suppléments des deux autres 
angles; de sorte 'fpie AC" est pefpeftdîèttlaire sur GG', BC 
est perpendiculaire sur CG'', et GD est perpendiculaire sur 
C'G". 

Par conséquent, pour déterminer le triangle ABD, il faut 
joindre deux à deux les trois centres donnés, abaisser de ces 
points des'perpendiculaires sur les côtés opposés^ et joindre 
deux à deux les pieds de ces perpendiculaires. 

PROBLÈME XIX. 

Gonstrqire un triangle' ApC, connaissant la base BG, Tangk opposé A 
à ceUe base et le rayon du cercle inscrit. 

Fia. 6£L Le rayon du cercle inscrit étant connu , on peut facile- 
ment tracer ce cercle. Soient M, N les points où il toueke 
les côtés de Vaogle donné A« Si, à la somme des deux, tan- 
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gentes AMy AN, on ajoute BM+GTf ou BC| qui est connu, 
on aura la somme des deux côtés AB et AG du trianj^e 
demandé. On voit doAc qu'il ne s'agit que de tionstruire un 
triangle, connaissant sa base BG, la somme des deux autres 
côtés AB, AC, et l'angle opposé à la base; c'est-à-dire que 

Von est ramené au problème XIII: 

* 

PROBLÈME XX. 



r 

GoMstruire on (fiangle ABC, connaissant la base BC, la sommt 
d^ deox antres cités ei le rayon do cercle inscrit. 



A cause de BM-hGN=BC, il est évident que Rtt. 62. 

AB-^AG— BG=AM+AN=2AH. 

Ht conséquent , AM est connu ; et comme Oti Test dMsi , 
il's^ensuit qu'en c&nstruisàiit uii triangle rectâiigle ayâlit 
t)oiir côtés àe Tangle droit AM et OM , on connaîtra Tatiglë 
MâO, ot par sliite l'angle MAN qui est double de MÀO. 
Ainsi, le problème est ramené au problème pfécédeUt. 

PROBLfiMKXXL 

Construire un triangle ABC, connaissant la base BC, la. différence 
des diwx autres èètés et le raytn di eerele inscrit. 

Â cause de AM=ÂN, la différence des droites. GN , Fig. 62 
BM est égale à celle des côtés AC„AB! Mais CW=CP, 
BMi^BPj donc (ÎP^B!^=CN— BM=AC— AB. ï»ar 
conséquent, M Ton porte la différence donnée de G en K, 
et qu'on prenne le milieu dé BK, oti aura le point P ; éle- 
vant en- ce poiiit une perj[)endlcidàifé à la droite BC, q/ù 
«ôit égale au ttsan du cercle inscrit, on aura le centré Jë 
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ce cercle, et par suitc/le cercle lui-même; doue lesnan- 
gentes qui lut seront menées par les extrémités de la base 
détermineront le triangle demandé ÂBC. 

• • • 

• * # * 

I PROBLEME XXII. 

s 

.' Construire un triangle ABC, connaissant le périmètre, Tangle A 

et le rayon du cercle inscrit. 

î*i€i. 45. Soit DJ^F le cercle inscrit au triangle cherché ABC. Si 
l'on prolonge les côtés AB , AG au-dessous de la base , 
puis qu^on décrive un cercle HGI qui touche les droites 
^ Kl, BC, a, on Aura (théorème Xffl), AH^AI=p. Et 
comme les droites AH, AI comprennent entre elles Tangle 
A. qui est donné, il sera facile de trouva le p.oint ^ et par 
suite le cercle ex-inscrit. Ayant ce cercle , il ser^ facile 
d'avpir celui qui est inscrit au triangle, car son rayon est 
une* des données de la question; il ne s*àgira,donc plus, 
pour détermiiier le triangle, que.de mener entre ces deux 
cercles une tangente qui leur soit commune. 



PROBLEME XXIIL 

Étant donnés un point A et un angle 0, mener par ce point une sécante ABC 
qui forme avec les deux côtés de l'angle un triangle OBC, dont le péri- 
iDè((e soit donné. 

iG. 63. Si Ton imagine. un cercle I ex-înscrit à ce triangle, on 
aura, d'après le problème précédent, OK=^OH=;>. 
De cette remarque résulte la construction suivante : 
.On prend, sur les deux côtés de Tangle 0, des distances 
OK, OH égales à la moitié du périmètre donné; aux points 
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K, H on ^ève sur le» deux cAtés de l'angle des perpeiiAr 

culaires qui se coupent en I. Du point I, avec IK. pour 

■ » 

rajOD, on décrit une dreonférence qui touche les deux côtes 
de fangle , et enfin on mène par te point Â une tangente à 
cette dreonférence; cette droite est la sécante demandée. 



PROBLÊMB XXIV. 

But donnés un triangle ABC et n^ point 0, mener par ce pomt une ^aite 
Om telle , que la partie UN eoiiiprise dans le triangle ABC soit égale à 
;. la sonune des deux legneiliBI et €N. . 

Nous examinerons successivement deux cas : * 

1<* Supposons que le pcHnt soit^ situé hors d« triaai^ Fia. 64* 
ABC ou dans son intérieur, et soitOMN la sécante demy^ 
dée; comme la partie MN est égale à la somm^ des-seg- 
ments MB et NG , le périmètre du triangle ÂMN sera égal 
à la somme des côtés AB et ÂG du triangle ABC. La ques- 
tion se réduit donc à mener par le point une sécante 
qui détermine dans l^ngle A un triangle jjJMN , ^yant un 
pérûnëiré donné. G'e^t le problème que nous venons de 
résoudre. * . . 

^ Supposons que le point soit situé sur le côté AB, et Fig. 65. 
soit ON la droite qui satisfais à là question, de manière que 
0N=OB+NG. Prolongeons AG tf une quantité CP égalç 
à OB, et menons OP. H est clair que ON sera égal à NP, 
et par conséquent que le triangle ONP sera isoscèle ; donc 
si on élève QN perpendiculaire au milieu de OP, cette droite 
passera par le point N..En joignant ce point au point 0, 
on aura une droite ON qui satisfait à la question. 
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PROBLËHS XXV. 

inscrire dans Tangle A d'un triangle donné ABC, une droite DE de longnenr 

donnée m, et égale à la somme des segments BD, BG. 
/ 

* 
FiG. 66. Première solutiorL On a DE=BD+EC; donc le triangle 
ADE a pour périmètre la somme des côtés AB et AC du 
triangle proposé. D'aprèi* le problème XXH , si nou§ pre- 
nons AP;=AQ=5(AB4-AC),' et que nous décrivioo» le 

cercle Ô tangent en P et en Q aux deux côtés de Tangle 
A, toute tangente DE à ce cercle sera telle, qu'on aura 
DE=BD4-EC. Il suffit donc de mener cette tangente de 
telle sorte que sa longueur soit égale à la droite donnée 
m. Pour cela , observons que dans le triangle DOE on 
connaît la ])ase DE=m, la hauteur OH et l'angle 0, lequel 
est la moitié de POQ,<;*est-"à-dire la moitié du supplément de 
l'angle A. On peut donc construire ce triangle eft connaître 
les dislances OD et QE. 

Deuxième solution. Nous venons de dire qu'après avoir 
décrit la circonférence on n*a plus qu'à lui mener une 
tangente DE dont la longueur soit égale à m. Pour cela, 
observons que dans le triangle ADE on connaît l'angle A, 
la base DE=m et la somme des deux autres côtés, laquelle 
est égale à AB H- AC — m. On peut donc construire ce 
' triangle et connaître les distances AD, AE. 



paOWJMB XXVI, , 

Cttslndro «n tritngle éqii9atéra1 aj^ant ms senmeli nr lr«b puaHèiet 

donnée» X, Y, l "* 

Supposons le problème résolu , et sôîl ABC le |riaDg!e Fio. 67, 
éqnilatéral demasdé. Faisons passer une circonférence par 
ses trois sommets; elle cou);)er^ la parallèle X en un point 
0. Menons OB, OC : nous formerons un angle BOC égal 
à BAC comme Inscrit dans 1^ même segment CBK; donc 

l'angle BOC=| d'angle droit,. De méme,r angle OBH=^*, 

parce qu'il est égal à AOB, égal Im-méme à ACB, 

De là , résulte ^ construction suivante : . ' '. 

• ' . ■ ••, . 

En yn point quelconque de.la parallèle X on mène deux 
droites OC, OB, inclinées à 60® §ur les trois parallèles. Ces 
deux droites coupent, Y, Z en deux points C, B. On mène 
BG; QU circoQsçrit une circonférence au triangle BOC; 
cette circonférence coupe la parallèle X en A; on joint ce 
point gux points B et C ; et le triangle ABC Qst le triangle 
équilatér^l demandé. . ' 

PROBLfiME XXVIl. • ' 

tt^i imm sur we eit^ti^reiiie Q dem^^ IMÎdIi C3, Mê tm wkat 
ipté'{i9r l^W^ à ^ diawèire^ doùné 4B; trQuvet m h ci^oWérmie, 
d^ raatre côté de ce di^mèlfe) un point H tel^4D'en le Joigi^a^t aax deux 
pohts donnés, kg segments OE, Of du diamètre, eompris entre le centre 
et les droite^ de jonction, soient égaux entre eux. 

Hesam l^ diamètre QOQ ; joigsous. le poist & mi f ow^ Fk. 68. 
Les deux triangles O^QFQ août égjm« ««mm «Wt 
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un angle égal compris entre deux côtés égaux , chacun à 
cbacuii ; donc les angles OGE, OGF sont égaux. II résulte 
de*Ui quç les deux triangles CMG, GH6, évidemment rec- 
tangles, sont égaiifx comme ayant L'hypoténuse égale et un 
angle* aigu égal. J)x)nc la figure CMGH est un rectangle. 
Actuellement, dans le triangle MGF^ Tao^le G est droit, et 
l'angle M est connu , car il est égal, à ,DGG. Si donc nous 
décrivons, sur la corde GD^ un arc capable d'un angle é^al 
à 1*H-DGG, cet arc coupera le diamètre AÇ au point cher- 
ché F. . ' 

Remarque. Sif aux points D, G, on mène des tangente^, 
et que du point I, où elles se coupent, on décrive une cir- 
conférence^ son iiitersejction avec ÂB donnera le point F. 



^ 



, PROBLÈME XXVUl. 

A on triaifgle donné MNP, circonscrire an triangle "ÀBC égal 
à un triangle donné A'B'tT. 

« 

FiG. 69. Le point B se trouvera évidemment sur Tare capable de 
l'angle B' décrit sur MN comme corde, et le point G se trou- 
vera sur le segipent capable de Tangle G' décrit sur MP 
comme corde. 

Maintenant, si Ton mène par le point M une sécante BG 
telle , que la partie comprise dans les deux segments soit 
égale k B'C', et que Ton tire BN et CP, on aura le triangle 
• demandé ABC. 

Remarque. Si le côté donné B^C' n'est ni trop grand ni 
trop petit, le problème sera susceptible d'une seconde so- 
Iv^Uà ; car on pourra, en général, mener par le point M deux 
sécantes BC, DE telles, que les parties comprises entre les 
deux «egments soient égales à B'G'. 
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TOOBLËME XXIX. 



t. 



lener, dans on (riangie ABC, une transversale MNP telle, qae les segments 
IP, NP, déterminés par le& eôtés |da triangle , soient égaux à des droites 
taies m, n. 

Ce problème peut être regardé comme un cas particulier Ftc. 70. 
du problème précédent : celui où le triangle donné MNP 
se enduirait à une ligne droite. * . 



^ PROBLËHB XXX. 

Étant données deux eireonférenees et 0", troi^ver sur leur plan on point A 
tel, que les tangentes AT, AT menées de ee point* aux deux eireonférenees 
soient égales , et fassent entre elles un angle donrté. 

Joignons les points de contact T et T' aux deux centres , FiG. 71 . 
par les droites TO, T'O', et prolongeons ces droites jusqu'à 
leur Rencontre en B. Nous formerons ainsi un quadrilatère 
dans lequel 'les angles B, A seront supplémentaires, attendu 
que les angles T, T' sont droits. De plus, BT=BT' : c'est 
ce qu'il est facile de reconnaître en meûanf la diagonale AB. 
Il résulte de là que, dans le triangle OBO', cous connaîtrons 
la, base 00', l'angle opposé B, et la différence des deux der- 
niers côtés; car, de BT=OB-hOT^ BT'=0'B+0'T', on 
déduit, à cause de BT;=BT' : B0-40'=0'T'— OT. V.\ 
question est donc ramenée à un problème connu. 

Remarque. Si, au lieu de la tangente AT' on considère la 
tangente AT,, on aura 

B,T = B,0+OT, B,T.=B,0'— O'T,; 

doù B.O'-B,Q==OT+OX. 
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RRopLfiw xm, 

I 

Étant données denx eiKonférenees 0|et G, "on propose de trouver sur 1 
point tel^ ;qa*en menant de ce point deox tangentes à G, ces deui^ (m* 
grates soient perpendiculaires entre elfes. 

Fjo. 1% Supposons le problème résolu, et soit A le point de- 
mandé : il est évfdent quQ la figure ÂQCD est i^n carré, 
dont le côté est le rayon de la circonférence C, q|ii est 
connu; on peut donc construire ce carré, et par suite' dé- 
terminer la longueur CA. On décrira alors du point C 
comme centre, avec QA pour rsiyQft, une circonférence, et 
les points où cette ligne coupera la circonférence satis- 
feroot à la question. 

PHOBLÉME XXXII. 

Étant données trois circonférences égales, déterminer sur leur plan un point 
tel, qu'en menant de ce point des tangentes aux trois circonférences, ces 
tangentes soient égales. 

FiG. 73. Supposons le problème résolu, ^\ soit Q le point de^ 
npi^ndé ; de ce point menons les tangentes OA, OB, OG ; 
joig^Qns lea centres aux points de contact et au point 0, 
nous awons trois triangles OAM, OBN, OGI, qui serojat 
égaux; donc les troi§ distances OM, ON, 01 sont égales; 
donc le point est le centra du ceccle qui passe par les 
centres des trois circonfé^'ences données. 



t 

lut isfom vm eireonféreDce el oq point A, m^er par ^ point unf 
séeante ABK telle, qiie la partie d^ eette gécanfe, comprise dans la cireon- 
iereiee, soit d'nne lonpeor donnée HN. 

Du centre 0, wenon§ 01 perpendiculaire à BK, et décri- Fw > 74 
vons la circonférence (H ; il est clair que toute corde CD de 
la cjrcouférencf doi^néa, qui sera tangente à la circonférence 
01, $era égale à BK» et par suite égale à MN. Il faut donc , 
pour résoudre le problème : inscrire dans la circonférence 
donnée unis eprde CD é^ale à MN ; abaisser sur CD la per- 
pendiculaire OH ; décrire la circonférence OH ; et par le 
point A mener ^ la circonférence OH deux tangentes ABK, 
AB'K'. 



PROBLÉHB XXXIV, 

% 

Étant données une eiregpfà^f e( une (99gf^l(e ^ % rextféio|(é di| di/ir 
mètre ÂB , on propose de trouver sur la elrconferenee un point G tel , 
qif^ menant AC, on ait (1D=:CB. 

Dans le triangle isoscèle CBD, les angles CDD, CDD Fig. 75. 
sont égaux; mais les an^es GBD et D>B sont égaux 

comme ayant pour mesure \ BC; donc CDB=DAB; donc 

AB=BD^ Ainsi, pour résoudre le problème, il faut prendre 
sur la taagente BH une longueur BD=:AB et mener DA : 
e^ droite coupe la circonférence au point cherché G. 
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PROBLÈHB XXXV. 

P|r m p«iBt H, donné mjaû 4iamètK'AB, mmer nne tramersaie CD telle, 

qse r.arè AG soit le triple de FareBD. 

Fijs. 76. Il y a deux cas à distinguer» selon que le point M est 
situé sur le diamètre ÂB ou sur son prolongement.. 

JPremier cas. Menotis* le rayon OD : nous formerons 
ain^ un triangle.MOD, dans lequel rangle (f à'pour mesure 

K). .Vafs l'angle BMD a pour mesure ^(AC+BD) ou SN). 

Dbhc l'angle extérieur BMD est double de l'angle int4peur 
0. Donc le triangle OMD est isoscèle , et MD==MQ^^^ 

On décrira donc, du point M comme centre*, une circon- 
férence ayant pour rayon MO. Si MO est plus grand que 
MB, cette circonférence coupera la circonférence donnée 
en . deux points D, D^ lesquels fourniront les deux cordes 
DMG, D'MG^ qui satisferont à la question. 

Second cas. Si le point M est situé sur. le prolongement 
du diamètre AB, on trouve que MD=OD. 

PROBLËHB XXXYL 

Etant donnés un point A et une circonférence 0, on demande quel est le lieo 
des milieux H des cordes passant par le point A. 

FiG. 77. Si nous joignons le point M au centre , la droite MO 
sera perpendiculaire au milieu de BC; donc Tangle M est 
droit ;. donc le lieu cherché est la partie de la circonférence 
décrite sur AO comme diamètre, comprise dans l'intérieur 
de la cirçppférence donnée. 
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PROBLEME XXXVII. 

■ 

flant données deux eireoqférences et (K, on propose de mener une droite 
KHN. tangente à V et sécante à 0, de telle sorte que I9 partie comprise 
dans cette dernière eirconférence ait une longoear donnée L. 

Du centre 0, abaissons OS perpendiculaire sur MN; Fig. 78* 

puis décrivons le cercle OS : toute corde CD de la circon- 

» 

férence , qui selra tangente au cercle OS, sàra égale à 
M. Pour résoudre la question , il faut donc inscrire dans 
la circonférence une corde CD égale àL, décrire le cercle 
01 et aiener les tangentes communes à ce cercle, et à la 
circonférence 0'. 

Remarque. Le problème sera possible toutes les fois que 
la longueur donmée L ne sera pas plus grande que le dia- 
mètre de la circonférence 0. Lorsque L sera égal à ce dia- 
mètre, il y aura deux solutions, et lorsque L sera plus petite 
que ee diamètre, il y en aura quatre 

PROBLÈME XXXVIII. 

Décrire an éerele qui toncheniie eirconférence donnée G et qui touche 

une droite donnée PQ en un point A. 

SûitO le centre du cercle demandé. Comme ce point Fig.. 79, 
appartieiît à la perpendiculaire élevée par le point A à la 
droite PQ, il suffit da connaître *une autre droite sur lar 
çielle il soit situé. Or, si Ton prend sur la perpendiculaire 
Çy^^une distance AK égale au rayon de la circonférence 
donnée C, et si Ton mène CK , le triangle OCK sera isos- 
cèle. Par conséquent, le point appartient à la perpendi- 
culaire élevée au milieu de CK. 



' ■ . ■ * 



46 TflEOitiMBS Et PkOBLillEg 



PROBLfiMB XXXIX. 

Décrire un Cercle qui touche ttné droite donnée PQ éi qui tooche 
en on point donné A une eiréonférence donnée G. 

riG. 80. Supposons le problème résolu, et soit le centre du cercle 
demandé. Ce point se trouve sur la droite GA qui* joint le 
centre du cercle donné au point ie contact ; de plus, si au 
point A om m^ne la tangente conimune AD, le cercle cher- 
ché devra être tangent à AD et à la droite donnée PQ ; donc 
son centre est situé sur la bissectrice DO de Tanglé ÀDP; 
le point est donc déterminé. 



PROBLfinnt XL. 

Décrire, sur une corde donnée AB/nne circonférence qui conpe une êî^cônfé- 
rence donnée 0, de manière que la corde commune CD soit parallèle à une 
droite donnée EP. 

FiG, 81 . On sait que lorsque deux circonférences se coupent, la 
hgne des centres est perpendiculaire à la corde, commune; 
donc 01 est perpendiculaire à CD , ou perpendiculaire à 
EF. D'ailleurs, le centre cherché I doit se trouver sur la 
perpendiculaire élevée au milieu de AB; donc il est par- 
faitement déterminé. 
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PROBLÈMH XLk 

les sommets (fan (riante ABC, comme centres, décrire trois circonféreneM 

qoi^se toocheot matueUement» 

• 

Soient N, P, Q les points de contact cherchés. Si, par Fio. 82. 
les points N, P, nous imaginons, les tangentes communes 
attK (ierçles G, B et aux cercles B^ A, ces tangentes se ren- 
coMreront en un'pôint évidemment situé sûr la bissectrice 
de ranime B. De ihéme, la tangente commune en N et la 
tangente commune en Q se rencontreront sur la bissectrice 
deTangieG. Or, les bissectrices des trois angles du triangle 
ÂBG se coupent en un point unique , centre du cercle 
inscrit à ce triangle. Donc les tangentes çomoniBes en N^ 
P, Q ne sont autres que les rayons ON, OP, OQ menéj» 
aux points de contaot du cercle ayec les trois côtés du 
triangle ABC. 

n &ut 4otic t pour résoudre le problème : 

1* ^Chercher le centre du cercle inscrit au triangle 
donné; 

^ Abaisser de ce point les petpeudîculaires 0N> OP, 
OQ. On obtiendra ainsi le$ rayons cherchés AP, BN, CÙ. 

Remarque. Si Ton désigne par a, b, c les trois côtés du 
triangle, et par 2p son périmètre, il résultera, de ce que 
Pon a vii dans le théorème XIII , que 

ÂP=|)— a, Bj<=p— 6, eQ=p— c. 
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PROBLfeWI XLIL 

ftat étné im JMiil A tibiê bon f ne eiread^^ 
ptr ee point ue lécAle ABC tde, fie b (Nurtie îàt| CNqme ertre le 
paiBtAetbeifeoDtêrenee, soit igak i h partie iBtaVM^ da^ 
' ' eoirfireiiee. 

Fi6. 83. . Menons OB» OG, et prolongeons OB d'une ^ntité BB 
égale à OB. Les ^eta triangle^ ABI{ , OBG seront îgiia 
comme .ayant un angle égal compris ^tre cAtés.^vi; 
donc ASt?=OB. De là, résulte la construction «uiyante : 

Du |iôint À comme centre, on décrit une Cureonférence 
égale àia ctrconférence donnée ; du point Q comme centre^ 
avec le do&blé du rayon de la drconférence donnée^ 6n dé- 
crit un second atc de cercle, et le.pointH se troijvt ft Vinte^ 
section de: ces deux arcs ie cercle. On mi^nèC^^^ioqNi 
la circonférence donnée au point cfaeY*ché B. -/ •«' . - 

Discttsmn. Pour que le problème soit possible, il &ut 
qu^on puisse construire le triangle ÂOH. Par conséquent, 
il faut que AO, distajice du point donné au centre de la cir- 
conférence donnée, soit plus petite que la somme des dis- 
tances AH et OH, c'est-à-dire moindre que. trois jfbis le 
rayon de la circonférence donnée ; et que cette distance AO 
soit en même' temps plus grande que OH — AH, c'est-à-dire 
plus grande que le rayon de la circonférence donnée. Dans 
ce cas, les deux arcs de cercle décrits des points A etO, 
comme centres, se coup.ent en deux points H et H^ et il 
y a deux droites ABC, AB^G' qui satisfont à la question. 
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'• • • ■ \ 

THÊOR&MB XLIIL 

* 

léerire, d'oD point donné 0, comme eentre, ene eireonférenee quicoipe 
une dtoite donnée XY, de manière qoe Fnn des deux ares intmeptêi par . 
la droite soit eapatde d^on angle donnera. 

Soit OM le cercle demande; et soit MAN x^eliii deâ deux Fie. 84. 
segments qui est capable de l'angle donné o^ Inscrivons 
dans ce segment nin angle quelconque MAN, et joignons 
le centre aux points M; N, oùle cercle coupe la droite. 
L'angle au eentre MON étant .doublp de MAN^ sera égal î 
2 a. Si dôhc on abaisse OH perpendicuTairç sur X¥y l'angle 
MOH, moitié de MON, sera égal à l'angle donné a. 

De cette analyse résulte évidemment la i^onstinctîon $ui- 
vatnte: . . ; - 

Du poiat âonné on abaisse sur la droite donnée une per- 
pendiculaire OH; OH fait au point 0, avec cette perpendicu^ 
laire, un asgle MOJQbégal àTangle donné a; et du po^nt G 
coinme centre» avec OM pour rayon, ^on décx'tt 4inè circon^ * 
férence. • • '* ' • • 

'* • PROBLlgMR XLIV. 

' - • • ■ * 

• « - ■ * 

Inspire , dans mr eerele donné 0^ une eprdê CD /de loAgoenr donnée L • 

qui a6it*partagéé en denx^parties é^aJes par nqe eorde donnlè AB. 

* • 

Soit E le point d'intersection de la corde inconnue CIK Fig. 85 
aveela corde donnée AB« Joignons ce point au centre 
par la droite OE : elle sera perpendiculaire à CD ; et, cou- . 
séquemment, la corde CD sera tangente à la circonférence 
qui serait décrite du point comme ceqtre, avec OE pour 
rayon. Or, deux cordes également éloignées du centre sont 

4 



• 
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rieure DH. Elle coupera les côtés de Tangle donné en deux 
points B, G, qui serooitles'deilx derniers sommets du triangle 
dema;sdé. ^ 

Iteniarquès., 1^ JjO pro))léme admet, en génital, imei 

■ ' ■ ' • 

isecdnde ^lotion *AB^G^ laqudlene-difiècepas eûentielle- 
ment de bfpremièrer 
S* Pour que le pro\>lèBie 9oit p<Wble, U fiint qua^'on ait 

30 Si h=AG— 6E. les deux circonférences sont tân- 
gentes ; et les deux triangles ABC, AB^C «e confondent en 
im triluigle isoscèb» Alors, la liauteur Jb est un mdxkilme. 

4f Si ra&gte A est droit, la figure AEG? de?ient im 
carré; eV Is^ conditiofi -ci-dessds se réduit ii - 

fc<AG— 1?. 



' t 



PRÛBLJ»IB XLVin. 

* • 

A on triangle donné ABC, eireonscrire un triangle équilatéral oiaximani. 



i • . 



Fia. 89. Du problème XXVIII, on conclut la coustruciion suivante : 
Sur les trois côtés du triangle ABG-on décrit troi^ arcs 

capables de | d'angle droit; par le sommet B du plus petit 

dés tFois angles, on mène une sécante MP terminée auit 
< arcs, et para^èle à la ligne dés centres de ces .arcs. *0n 
mène les droites PA, MG, lesquelles vont se couper en un 
point N situé sur l'arc AG, , et forment ainsi le triangle équi- 
laiéral q^aximum MNP.. 
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PROBLÂMB XLIX. 

{tel est le lien géométriquf des sémmet» dès-triangles ajaBt même base 

AB et m^e médiaae AM? 

Soit ÂBC 4*iHi quelconque de ces triangles, de manière Fig. 90. 
que M soit le milieu de BG. Si nous menons GO parallèle à 
AM, nons aurons B0=«:2AB, et OC=.2AM=2L. Le lieu 
est donc une circonférence décrite du point 6 cothmè cen- 
tre, avec 2I. pour rayon. * 

pkOBLËMB L.. 

Par mi point D, pria sor le eôlé 6C d*air trtangle donne ABC,- on mène une 

transversale qnelêonqne' Q)F. On trace les cin^nféreriêes GBE, BDF. 

' Quel est le lien du second point M d^interseetion de ees'eireonférenees? j 

Joignons le point M aux points B, Q, D-, et considérons Fig. 91. 
le ^drilatère ABMC. 

L'aiigle.BM G de ce -quadrilatère se* compose des* angles 
BMIX, CMD. Or, "évidemment • • 

< BMD^BFDy CMD=AEF; 
donc \ BMC:=BFD+AEF=2*— A- 

Ainsi, l'angle BMC est le supplément de l'angle A du 
triangle ABG; et, conséquémment, le lîéu' géométrique 
cherché est la circonférence circonscrite au triangle ABC. 

Remarque. Ilest bon d'observer que ce lieu géométrique 
esi indépendàtit de la position du point donné D. 



« 
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mk propoM ik ikm n #iIn oêi^ fd tMdie eeVe ditile ai prait i , 
el qui eeife le eerele émt sou n angle déané «. 

FiG. 93. 3oil OÂ lé cercle demandé. Si au point B, oii il coii^e le 
cercle àfonné, oa mène les tangentes BD, BE, ce^^ tangente? 
fortnerpnt, d'q^rès ll!jpot)ièse, un ânj^e QBE égal i aJSi 
donc on inscrit dans le cercle dohné G une cqrde MNqai 
retranche de ce cercle- un arc cafiable. deTangle'-a ou de 
son supplément, et qu*on décrive du centre G une circon- 
férence tangente à MN> la tangente inconnue BE .touchera 
^tte circoi^enee GP en un point F, nulieu de Ijipordç BE. 
Ciela poséf/ mcsncips le*rà;on G6 perpepdiculaire à XT ; 
joignons le point 6 an, point de contaot-.F, et prolongeons 
la corde 'GF jusqu'à sa rencontre en H avec XY. Enfin, 
supposons BE prolongée semblablement jusqu'à ce qu'elle 
rencontre XY en un point I. Nous obtiendrons ainsi deux 
triangles FGG, FIH tels, (pie les angles G6F, CFQ du pre- 
mier, auront pour cômplém^ts respectife les angles IHF, 
IFH du second, attendu que CG et CF «ont respectivement 
perpendiculaires à IH et lE; Mais £GF = CFG; dope 

IHF=IFH; doncIF=IH. 

^^ ■ • ■ * * . ■ 

. D'un autre côté, les deux tangentes lA , IB sont égal^^ 
entra elles^ comme étant issues d'un niéme point, donc 

BF=Ala. 

.' • • • 

n suffira donc, pour obtenir le point. H, de prendre 

AH=MP=iMN. Le point H ^tant connu, on nâènera la 

• droite GH, laquelle, par son intersection avec la circonfé- 
rence GP, donnera le point F; après quoi Ton obtiendra le 



/ ^ 
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centre cherché par la combinaison de ÂO perpefdiculaire 
aXY et de OL perpendiculaire au milfeu de HF. 
Nous laissons au lecteur le soin 4ç discuter le problème. 



PROBLÈME LIL 

r 

dennés deux eereles et C , wtt m flolnt A pris sur Ton d^enx , on 
propose d*en décrire un qai passe par te point et qai eoupe les deux cercles 

dinés lom'dà angles çonn» a, p. 

. • • ••' • 

■ 

Supposons le problème résolu, et soit I le cercle de- Fie* 95. 
mandé. Men<His au cercle G la tangente ÀH , et au jcefcle 
demaudé I la tangente AK; ces deux tangentes fbrme- 
rout, par hypothèse, \m angle égal à a. Si donc, on mène 
au point Â une droite ÂK faisant avec la tangente AH, qui 
est connue > un ^ngle a, le problème sera ramené à 'ié- 
crir^ un cercle qui .tpuçbe AK .au point A, et qui cou^ie le' 
cercle sous un angle .donn/^. |3 r c'est le problènie qui vient 
d*êtrè résolu. 
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.THfiOfi&lIBU 

Lin^'oe imtt ÈA tA piHagée tu deax m|WihiU AG ^ K,*piiqpoitNiidi 
m iljfinbres ^^ a; si dâ points A| B, (S m alMÛssè, mr uuiÂoite fNi; 
|ewqie XT , des peifoidieidaires AA^, BP^, OC'^, 00. • 

(iH-*)eGt=«;AA'+#.Bir; 

• . . .•*...■■•.■ 

F». 94. " lleooiis là 'd%ODiile A% <mi reucontre GCf en un point 
% D. Les brilles semblable^ BG1>, BAA' doim^OD(. • ' 

CD BC a . . 

d'où * (a+6)CD'=a*.AiL'. * 

De n(Ame, les deux trii^^les seipblables AT!D, Â'B? 
donberônt • • ' ' 

CD VD A€^^ 5_. ' * 

BB' A'b'^AB a^* 

d*où (a+6)C'D=ft.BB'. 

Ajoutant les deux égalités, on trouve : 

(a+b)QÙ'=a. AA'+ b.BB'. 
Remarquejs. 1^ Lorsque la droite XY ne laisse pas les 
trois points A, B, C d'un même côté, on doit affecter du 
signe r\- les perpendiculaires situées d'un côté de cette 
droite, et du signe— celles qui sont situées de Tautrè côté. 
Considérons, par exemple-, la figure 95. Nous aur4)ns, 
cmvfït ci-dessus. 

{a+b) CD = n.AX\ 
(a+6)Ç'D=6. BB'. 



i 
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Mais,. la perpendiculaire CGS au lieu' 4'^re égale, à 
CD+tJ), est égale à Ç^D —CD ; donc -, 

(a+6) CC'=6. iw^a. kk'i 
2^ Si les deux segments ÂGr BG, au Ueu d'être addit^St 
$owisùustr actifs y c'est-^direTsile point' G est ^situè sur le 
prolongement de AB, on aura ^ ' ^^ ^• 

(a— 6)GG'=a. AA'— fc. BB'. 

Ea effet,- de 5^=^, tfn conclut xi=5Z7' d'où, par le 

théorème ci-dessus, 

a. AA'=&. BB'+(a— 6)GG'. 

/ 

TH^ORÈjHE II. 

Itant donné un système de points A,B, G..., on peut tonjours déterminer dn 
point tel, que sa distante à'OBe droite <iaeleonqae XY* soit j§gile à la 
moyenne arithmétique entre les dittanies à la même. droite, des points 

Faprès.le théorème I, la proposition est vraie, dans le 
cas où le nombre des points A, B^ G..., se réduit à deux. Fw. 97. 
Supposons donc que cette proposition ait été- démontrée 
pour le cas de » point A, B, G, D, È; et Vérifions qu'eÙe a 
encore Heu si l'on considère (n+l) points A, B, G, D, E, F. 

Soit I le centre des moyennes distances des points A, B> 
G, D,-.E; nous aurons , .' . • * 

n. n'=AA'+BB'+GG'+DD'H^ EE\ 

Menons la droite IF^ et partageons cette droitç en deux 
segments 10, OF, proportionnels aux uonôbres 1 , n ; nous 
aurons, par le théorème I : 

(n+l)00' = 7r.II'+FF'. 

Donc ()QÎ=i[AA;+BB'+CG'+DD'+EE'+FF']. • 
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fimifmrqiim.ii^ Pour obtenir le centre des moyepnet ifis- 
tances d'un sys^e de points A, B, C, Df... il sufSt, éii- 
demmenty d'appliquer liirè^ suivante : 

9Ê0à€ii la Âvik .AB» gtdii>jfÊe% tette ir^ mémm pèr- 
f. Uê» égabê^JM, m^, iiÊeiMiaér(^MC,4fdiriiM cette 
' droUe en deux parties MN, ^Q'n p'eportiùvmUe$ m§ HMr 
bresi,^; menez ta droiUJIiDr^ dmee^ceUe ^broite en deux 
piflm ^» PD,propor(ionii^Uâ9 affx nmkres 1^ Z\(Ac.iz 
dçmétpcmX de iltmtoti 0» eera le centre des moyennes 0^ 
stances cherché. . . * 

S® Tout système de prints à vn centre , des moyennes, 
dieianees. 

3^ Dn système de pùkUs' ne peut avoir qu'un seul centre 

des moyennes ^tqnees,, . * , . . 

. » ... 

En effsty e'il eq avpit deux, ces deux centres seraient 
égddement "âistants d^une 'drtitte quetconcpie ; ce qui' est 
absurde. 

4^ Si une droite Xy est située de manière que, la sofime 
aigébriquede ses distance^ à desT^oints A,.B, Q» D... soU 
n^Ue, cette, droite contient le centra des moyennes distqnces 
du système de ces points. . 

*Pe cette dernière propoéitiûDy dont la yérité est évidente, 
09 déduit Igs conclusions suivantes : 

5^ Le centre des « moyennes distances élun triangle est 
le point d*ihterseetUm des trois médianes. 

j6® Le centre dés moyennes ^stances &un quadrilatère 
eàt le peint de rencontre des droites*qni joignent les miUeux 
des côtés opposés. 

7^ Le centre des moyennes distances des sommets d'un 
polygone régulier^ est le centre de -figure de'ce polygone. 
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TBËORÊNB m. 

• • • 

b somme des Mfk des distances de n.poiots A, B, G.,, à on point qqel- 
eonqae S, est épie à la' somme 4es carpes des distances des mêmes points 
à lear'centre 0, ïiagmentée^de h fois le carré de SO. 

Projetons.lçs pointsA, 6,£i,..., sur la droite SO, et nous Fv, 99. 
obtiendrons, dans les différents triangles AQS, 60S, 

COS,... : 



AS==A0+QS+20S. A'O, 



BS=BO+OS— ÎJOS.B'O, 

d'où AsVbS+CsVv-— AÔrHB04-C04-...+nOS ' 

• •+'2()S(A'0— B'O— C'0+...). 
Or, il est évident que le poip^^p, centre des moyennes 
distances des points A, B, G,... est aussi le centre dqs 
points A', B', C',... projections des premiers points. Donc 
la somme algébrique des distance^ A'O, B'O, G'O,... est 
nulle ; et T^galité précédente se réduit à 

•!P^-BS^-"cs-^-....=Âô+Bô^^-i...^-»». œ. 

^ * 

Remarque. Cette égalité donne 

' AS+5i+CS4-.,.<A0+B0+CÔ+... 
, • • . • • • 

Cpnséqaemmènt y la somme des carrés des distances £un 

ipmt S à des /points donnés A, B, &...; est un minvmumt 

* • • • 

quand ce point ^se 'confond avec le centre 0. 
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THÉORÈIÙ iV; 

m 
■ 

Le liei{taQéliH8e des fontslcb qae h Mnme dei eunk des ëOxMk 
d^fen fm i jkss pôirti deiiA A^Vi jB... Mit eonMè, ot im .dmi- 
Riwe fii • pinreeplre ]e entre (f éei riqreuwi 4iit«Ket te pÉÉ 

Fw. 96. SoîtS ruD-dès points du lieu, et soit Ma condiaute don- 
née. L'égalité précédente donnera 

P=AO+B0+....+n.OS ; 

ouWen .œ=^?— ÂQ— SÔ*— CO^..^ ' ^ 

c'est-à-dire que *la distance OS est constante : le Uea ert 
donc une circonférence ayant pour Centre, le point 0. 
Remarques. 1^ Pour que la cirooiiférence existe réelle 

ment, il faut que Ton ait * . . 

-1» Jîli .^1 
. «•>:AO+B(M-GO+.:.. 

2« Si /•= A0+BÔ4-C0+..., la.àrconférente ^e rêM 
àsonctntreO. 

« 

■■ ' t 

THfiORJME y. 

• ' ■ 

Les droites qnî joipeitt 1er sommets homolognes de deux f oîygenes P, F, 
semblakies et semblaUement oa inversement situés, se «oqrenf en an 
mèmpoin 

Fiç. 99. Soient AB, BC deux côtés consécutifs du polygone P, 
et A'B^ B'C les côtés correspondants du-pplvjgone P'. Soii 
Ole point de rencontre des droites AA', BB' : il s^àgit de 
démontrer que la droite CC passe par Je point 0. 
Les triangles Semblables OAB, OA''B' donnent 

AB BO . ,. . AB-A^B' ^ 

AB' — B O ' " "" AB — BO • 
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Appelons 0' le point de rencontre de^ droites BB% CC ; 
uous aurons, de la même manière, 

BC--yC__BB' 
BC "^.BO" 

Mais, les polygones P,.P' étant sèinblal)lës, on a 

AB BC « V ^B--VB; BC~B'C 

A'B' — BC' ®"" ÀB — BC • 

. Les proportions ci-des$u» ont denç un rapport commun. 
ConséquemmeRt» 

|5:=g;d'oùBO=BO'. 

Aibsi, le point 0' coïncide avec le point 0. 

Remarques. .1® On appelle, en général, centre de dmili- 
tude de deux lignes, un point situé de là même manière par 
rapport à chaeune d'elles. Eu adoptant cette définition, on 
Voit que le point est le centre de similitude des poly- 
gones P, P'. 

2^ Le centre de similitude est externe lorsque les deux 
figures sont directement semblables; il. est interne dans le. 
cas contraire. . ; " . 

3^ Deux figure^ semblables et- semblablement placées 
peuvent avoir à la fois deux centres de similitude. Exem* 

pie : deux cirbonférences; 

. • • ' « • • . 

THÈdRÈHÉVl. 

-m m 

Deôx poly^ne» setnUables ont un centre de liimilitade. 

ÂB,A^' étant deux côtés homologués, soit C leur point Fig. 100. 
de concours. Par les trois points A, k\ C, faisons.pâsser 
une circonférence; puis, par les trois points B, B', C, fai- 
sons passer une autre circonférence. Ces deux lignes, qiii se 
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. cOQpeM i^<VMe€<mperoBt en un ^atre pcâit O^et ce point 
sera.le centre de similitude -des 4^ polyfonesi 

En^lbt, dansile quâdrilattre inscrit OAGAS les angles 
Â',A' sont snj^lémeutaines; donc OÂB=OÀ'BM)e même. 
OBÂ?=€B'A'. Gbifsé^emmeavles iriato^ OAB, 01*6 
sont semblables , et le point est siiaé de la même ma- 
nière relatiYemeut aux côtés AB, J^'h^Cesice çpi'il |adlait 
démonirer/ 

• • • I 

THÉORÈMB TII. . 

» » 

etieaUéleBeit|laeé|, NitMlipeMto. >. . • 

• «■ 

• ■ • • 

Soit X le poipt du polygone PS homologue du centre de 
.similitude 0^ de P, If. La tlf^nte OCK, qui unit deux pointe 
homologues de P, PS 4^^^ passer par Q^,. centre de simi- 
litude de ces deux polygones. Cette même droite , qui unit 
deux points homologues de PS P'^ doit pa^er par. leur 
centre. 0. JLes^quatre points 0, OS 0'^, X, sont 4onc en 
ligne droite. ... • 

Remarques. 1^ La droite qui passe par tes centres de si- 
militude de trois figures semblables et semblablement pla- 
cées, s'appelle axe de similitude. 

2® Trois circonférences ont en général six centres de 
similitude, lesquels sont ^tués trois à trois sur quatre axes 
de similitude. 
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THËORÈHB Vlh. 

» 

IWteitnmsveMale kVC iiUmm^ m lei edté» iTon tringle ABG^ six 
segmenis tek, que lé prodoit de trois segments qoi n^ont pas d'exlréinllés 
eommane», est égal an produit des trois antres. 

Menons par le sommet G, la droite CD parallèle k la Fip 10 
transversade ; nous aurons 

y_4C CA* BV ^ 

Ces deux proportions domient 

ÇA/: AC BA' . 
CiB^^^^ÀB' • W' » 

ou AB'. CA'. BC'=BA^ CE/. AÇ'. 

• ■• 

Remarques. l^Pouir exprimer lé relation précédente, on^ 
dit que les six segments sont en involution. 

2® La réciproque du théorème est vraie; c'est-à-dire gue 
sL trois pointé,, pris sur les côtés 'd'un triangle, déterminent 
si» segmente en involution^ ces trois points sont en ligne 
droite. On démontre l^isément cette rédproque, à l'aide^ de 
hfétuctianàVabsurde. ' 

THJÈORÉMB tX. 

Trois droites AA', W CG', issues des ^ois somiQets d'un triangle, et^cour 
eonrant ei| un même point 0, déterminent, sur les côtés d'up triangle, sjx 
segments eh inyoliition. - . * 

Le triangle ACC et la transversale BOB' donnent, par Fœ. lOS 
le théorème précédent : 

AB',CO.Bfc;'«=AB.Oa'.CB'. 



■ •!# 



^;* 



m 

l^.ttità^ BGC'et la t^ansviBrMle AOA'âonlMt, 
- AB. OC', dk'^Bk', 00. AC 






♦-î^L^A ' '* '' : é^'* ' \-. ' "* ■ ' *'*, '%"m' ./;>f fur^f» 







AB'.ClA'.BC'î=fiiL''.C»'. 

9^ On conclut, de cette réciproy|ii0 i^fl^im frdkittMwitf 
*.i^fm trUmgle se coupênit M vk'mig^fé$it, et qu'il en eât de 
même piour |e« JroM NM^dl^fea^; 1^ titiw JMi^r^t 
. pourlêçdfoilesftttjoigiu^'fe^ «diiiinéfà iii^^^ 

• 

.■ ■ ' . ■ ■ ■ .*' ■• 

■ ^ « **(t ' . ' 

C,t7;G^ de tr(^8^eireonféKBe«,.le^ trois eenfres de sim|iitiide intenies I, 
r^ r et les trois centres de slmilitode extemh E* T» E^/: 1^ %^ trois 
eeitres intenies sont en inTohitii>n;3<^ deux centres Internes elmi centre 
ei^teme sont en jnYoltitlon, v , i 

» s 

• • / 

F164 103. On sait que le centre F de similitude interné dedeia^- 
conférences divise la lèghe des- centres CC en deux ^ 
ments additifs CF, G^, proportionnels aux rayons R, R' 
de ces deux circonférences. 

SemblableiôenTt, le centre Jfe similhude externe *J&^ po- 
tage k droite CC en deux segmeûts soustvaetifs X^\ CT 
proportionnels à R, R'. ,- 

•' '. Gela pesé, il fant démontrer : 

l»que CI".C'I.C"i'=^Cr.Ct.C'ï''; " 

2» due GE^ Gl. C''r=Cr. C'L G'E". 
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Or, œs deux relations deviennent évidentes si Ton œul- 
iiplie terme à temoe \ts proportions 

cr tt CI R^ CT R\ 

• cT"^R' ' c^ — a* * a' a ^ 

oa si Ton multiplié celles-ci : ' 

CE'i_a CI w cT_a' 

S? — R'» en — R'» ÏT — ff* 

On mi donc : i^ que les droites CI, C1\ GT toncùufent 
en m minurpaint P; S^' que les points I» T, E'' sont m hgfie 
droite. 

On démoQtperait de la même manière que les points l»l''i 
E' sont en ligne droite, ain^ que les points T, V!^ E. • 

Remarques, l^' On dit'^*uné droite ÂB est partagée har- Fio. 104, 
moniquement aux points G, D,* lorsque lès ieux segments 
adStifs AGyBG sont proportionnels aux Ae^segments sous* 
tractifs AD, BD ; c'est-à-dire, lorsque Ton a 

* • : BC BD* 

2^ Les points G,. I) sont dits conjugués harmoniques. Il 
en est de même deç points A, B,* parce que la droite CD 
est partagée harm(>niqùement en ces deux points. 

3^ En adoptant ces défiiutiens, on.conclut qiie les bissec- 
trices de l'angle d'un triangle parfôgentiiarmoniquement le 
côté opposé ; et que les centres*de similitude de deux circop- 
férences p^tagent harmonlquement la distance àéè censés. 

4<*Plus g'énéralement, d'^ès lesXliéocèoàes YIII etrIX, Fick 105. 
si Ton joint vies sommetâi d'tifi triangle à un point parties 
transversales AA',BB',GC^, et que Toa mène ensuite k. 
transversale B'A'C", les points G', G'' partageront harmqni- 
quement la base AB. 

5^ Gette remarque donne le n^oyen de construire, avec la 
règle seulemetity le conjugué harmonique G" d'un point C^ 



■w 









M ^MlBMilIBft Vf ' f KOBtftMBB * . j 

Si les eAtéi fasiiJtirgiM /pdeoape SMt e^ 
produit des segments qoi n'ont pas d'eiMniMi oiMnAei sera égii us 
. p)li: ) dr.s antrei HOMili. . ; 

Fm. 106; ^M/âiCI... inpoljrgèBe, dottlelMMil^ilMt eàapéi en 
li^l(y'P;j.:.pw h trâMyersale ilO> H IPàgit d»dén(«im 
■ que 

■■' ^iÉlilbV.ei^.llQf.ER.'FS^s'AS.BIf.GN.DP.EQ.FR. 

° I^écpm|>q^iis .le 'polygone (À tnlao^les, ao moyen dfê 
dtagboides Bp, i^,* ^^ Noùs^ «fcrons : 

By.ER.FX=Éa.EÏ.JFRi .v. 

• BZ.DQ.Ey=^BY,EQ.DZ; 

BN.CP.DZ^iBZiDP.CN. 

Jliiltq^fisiit membre à membre, et supprif^ant les Inetiurs 
(fomimms. oq obtient la relation ci-dessus. 

^ THÈORÉHË XU. 

î 

Si^ p.un, point pris dans le plan d'iin polygone quelconque d^im nonikre 
inipair de cbih ,t on mène à et^aqne sommet nne drofte qui pdriage k 
. eôlé^opposé. ei» éèmisegmris, lefiidiit des segmeitLfûi'aiiipa» d'ex- 
tràRÎtés eàawtteaieia égal an praéni^des ailles sep^enU* 

» -f* • • • 

. .Ce tlié<3yrènte se démontre à peu près comiqe celui qui pré- 
cède. 



f 



■•* 

THiORàlffl XIll. 

1 

Toite parallèle à Ton des rayojis tfan faiseeaa banndtûqui; est partagie 
' en deux (Parties égalée par Tes trob voUrn.^ 

Lorscpie apr|B aif|r partagé barmoniqneiient nue droite 
A|i m^ poii|(»jCt Di «S joint les points A, B, G, D gvac nn Fig. 107. 
point quelconque , les quatre droites OA, OB» OC, GD 
forment ce qu'on appelle un futiseem harmonique. 

Cette déQoi^oii étant admise, menons, par le point B, MN 
parallèle à OA ; . nous aurons 

BIt-AO.g, BN-.AO.g. Mais ^^^i 

donc tttf=BN. 

Réciproque. Si par le commet d^un triangU on mène me 
wéàmu et la parallèle à là base correspondaàtey ces deux 
inUes êont conjuguées hiirmonii^ués par rapport auiô deux 
tÊlÊr^ côtés du triangle. 

t 

THÉORAIIB XIV. 

Si Ton mène , dans on faisceau harmonique^ une transrersale qoeleonqae, 
ék mk WB^ iiarflNli^émii par 1« qulft rayM« 

Ce théorème est évident par celui qui précè|le. 

THÉOftÈHB Xi. 

Il kl éiatterfri j«in^ les soounaU earoBi^^ 
coupent en jm ntfan^ point, lei pcûnts de c^neonra des pfttés* Of pgs^^ont 
en Ifgne droite. 

8oi»t ÂBO^ A'B'G' tes deux triangles, A soit Ole pottt Fi^. lOf 
de concours des droites* (pii joignent les MOUnets eonres* 



■ -m 

poadutc. n (tut Atomtttr que les points M, N.P, ^t^l 
eoupêm les cOtés mftl^mlÊm^^it* k ces «mmÉbIi, 1 

■ tontenlifcnedi^ite.. .\ . .^„ 'nimsjhivT 

tel^orèmeVni: 

■Tôt 1 jiimJÉji iirtr II 1 iiiiiilglilniiiiwiiiiitfi 

oc'.cN. AA'=OAr.A!f.«y. ;■ ' 

Multijpliatil ces égalités membre a membre, on obtient : 

AP. BM. CN=-BP. CM. AN. 

Dûflc les points M, N, P sont en ligne droite. 

\RemarqueSt 1° La réciproque de ce théorème est vraie. 

2" Les triangles ABC, A'B'C sont àitsjwmologiqites ; 

est mi centre d'homologie ; PMN est un axe d'homo- 

THÉORÈME XVI. 

DaRs'Iuil quiriltlère «Hnplel, ehiqne diafonale ai fMtftt 

'liBrmoni<}uemeiit par les deox ^a\ns, 

Fio. 109. Soit ABGD un quadrilatère» dont les trois diagoqales sMl 
AC, BD, EF. Pour démontrer fpie la diagonale EF, par 
exemple, est partagée hafmoniquement aux points G, H par 
lies prolongements des.deux autres diagonales, ilsniDït d'ob- 
server que, dans le triangle AEFj AH, DÉ, FB sont trois 
transversales menées des sommets à un même point C. 

Jl^ . Dtuc, d'après ta quatrième remarque du théorème X , DBG 
et ACH part^^^t.hatmoniquemeftt EF. 
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De oiôffle, dans, le triangle ABD, GB> GA, CD isont trois 
transversales^ issues d'un même point G; donc la base BD 
est partagée harmoniquemeiit.par les droites CA, EF, aux 
points I, G. . . - 

Enfin , dans le îriangle ABC , DA , DB, DG sont trois 
transversales ismes d'un ji^éme poiM; donc la base AG 
est pajrtagée hânnoniqueiiienLpaT la tranversale DB et par 
la droite EF. ' * \ * 

« 

T^fiORËMB XVII. 

Si Sm point A, pris dans le plan d'an angle yOor/on mène des transversales 

iBl&B", AB^ les peints deconeodrs D^V, D^..:des quadrilatères' 

BC, VCy sont situés su( une même droite passant par lé somme! Ojk 
l'angle. 

D*après le théorème précèdent, .là diagonale B'G est par- Fig. Ht 
tagée harmoniqûeibentaux points D> E; donc OA, Oy; OD^ 
Ox forment un faisceau harmonique. Il en est de même pour 
t)A, Og, OD', Ox. Donc les droites OD, OD' coïncident. 
Ce qai démontre la proposition." ' ' 

Remarquée. l^Si-le point Age déplace sur ÛA, h dhute 
OD ne change pas. Si au contraire OA se 4éplace;0D tourne 
auteur du |i>oint 0« G*est ce qu'outexprimé en- disant que le 
point A est le Tpble de la. droiCe OD, laquelle est appelée 
fotaire^ du point A. De même, le pointD est ua pôle de OA, 
laquelle est la polaire de ce pointi • . 

S^Dàns.i^n.&isce^hârmiynique, tout pAle de Tuu'des 
rayons est un pôle'du'rayon conji^é, relativ-ement àVangte 
formé par les deux autres rayons. 






. nTWsÇ^IW/.'^fV*-'': 



Ite. Hit Menons les droites FM, FJV, el prolougeons chacune it 
ces ligues d'une quantité ûgale à elle-même ; flous obtieiH 
drons lespoiutsG.H; et, pour démontrer que. les poinls P, 
M,N sont sur lUie même droite, il suflira, évidemment, de 
faire voir que EGH est une ligne droite. Or, le triangle 
ADF et la transversale EBG donnent 

AB.FG.DE— VE.DC.FB. 
D'ailleurs, à cause des parallélogrammes AFGG, ffiPpE^ 
AFM, qna . '■ -• 

AB±=Œ. F&=A.G. DG^=OI> FBc=a)B. ' 

s'fs^k-dire <pie tes trois pmntsE, Q. H sottLaur UBe-mème; 
droite. ' . ■ 

Remarque. Les points M,?l,P'étatit les miUnn l-fiflpee- 
lifc 4»» droites AC* Bfi,-EFU&'eniAtit'£[^felardn>îtellKP 
est- wt axe àa'fhoyetme» tk$taaeè$ HlatiTeratnit /ais tte 
pdiatoA, B, CD, E,-.F. 

THBoiiÉiin! MX. ; ■■; ' 

VenjHtiili riHpr(M|tit« qnelmqKi C,. b parl^ ItmtatfHiietA 
lediuièlNUI qiillH.««ti«tfr . 

Via. 112. Deux-poiots G, D, situés sur un fliàmètré AB, et d'un 
même côté par rapport au centre 0, sont dits réàpvoques, 



/ / 
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- i 

lorsque le rectangle de leurs distances au centre est équivor 
M m carré du rayon f e[estr^«dtf6 lorsque Ton a 

oc.od=5b! 

« 

Il est évident, d* après cWq défiûition; que si le point C est 
intérieur au cercle, son conjagM^D sera extérieur. 
Celaposé^ il s'agit de dànontrer laprtfportiMh 

AC A5^ 

SC~BD' 

0U| ce ^i est la même diose, la proportiaii 

, » BO-H)Q. 0D4-BQ 

Bfr:S5^55±55- 
Or, celle-ci équivaut à la suivante : 
' ' . r BO>___op 

* oc BO ^ ' ' • :' 

laquelle donne 0C.0D=6i! 

• • • 

frtiottiMs là. 

\À iltsiaiiees' d'Mi pM qUéleoiiqAe M tm dfconfèrenee, ii déd p\As 
réciproques G, D, srât éanf un rapport constant. 

Les droites MA, MC'TlïB, MD* foftttfent un.fâîsftïu likr- Fig. H3 
AbBicpie ; dans .fequel lés* Sen% rayons cdtijtt'gùés MA, MB 
àont'ï^efpendlculAires entre ettîc. Dbtic> faprès ré.th^-^ 
rème Xin, cèi droites sont les bissectrices ieianglsè fb^ 
mes par MC, MD: On a donc •* - • . ^"- -;- • ' 

. MD BD 



• 



'■.l 



, » • 



W ht sommet D d'ua an^lc rirconscril EDF a |iDur polaire la corde 
m De CDUlnel EP. 

fil. Tî4. On appelle polaire d'un point D, par rapport à nn cercle©, 

U perpendiculaire au diamètre OD, meiiéi' par le conjugué 

• du point. D. Iléciproquenieiit, D est !e jîô/*; de cette per- 

" pendiculaire. Cette définition étant admise, le théorèmff 

énoncé consiste en ce que le poilit C, bii EF coupe OD, est 

le conjugué du point D. 

^ Or, celte proposition devient évidente si l'on mène 1b 

rayon OE : car ce rayon est moyen proportionnel entre rhj- 

-'■ eC©etle8eÉp^t9^. . ,, ^,„ , ;,,. 



Uflt» RdaMtdrtileGH paiHDt paroa^iBl Col'urlr pdilreff ' 
(te tt point:; 

;, '. ..Le {lAlé,dç 1^ droite 'GH est sitaé sur OM perp^ndicit- 

Uipe'b GH. Il -faut donc. pouT' d^ontr^r \e théorème^ faire 

F». 115. Tofa* i}ué le.£(ûiit N, où les droites .OM, Ë^ se coopeuti est 

CQigagbé du point M, 'Or, les. deux triangles rectangles 

OHC, ODN, évidemment-semblables, Soinient 

^=9c.à'oùOir.ON=OC.OD," . 
Haû, tes points G, D étant réciproques, on a 
0C.0D=5B; 
donc aussi OM.ON=OB. 



/ / 
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THiOR$Hfl XXllL 

La polaire de tout point pris.sar une droite passe par le pile 

de cette droite. 

■ 

Cette proposition, réciproque évidente de celle qui pré- 
cède, donne lieu à la piropriété remarquable que voici : 

Si^par différeras poini«C, C, Ç,\...fns sur une droite Fig. 116, 
AB, m mène des tangentes à une circonférence 0, les cardei 
ietmUact DE, B'E',.. passent toutes par un mime point P. 

• • • 

THâORÊHB XXIV. 

^ m 

Toute corda F6, menée par un point?, est divisée harmoniqaement 

par ee point et par sa polaire BG» 

Les points À, P étant réciproques, on a (théorème XX) 

AF AG AF PF 

FF — PG" . " AG""PG* 

m 

, Cette proportion exprime que AP est la bissectrice de Fig. 117. 
l'angle FAG. Et comme BG ^t perpendiculaire à AP, les 
quatre droites ÀP, AB^ AF, AG forment uu faisceau kar- 
Bttonique. • 

1 ^ . • 

THËORÉHB XXT. 

* t 

Dns tout quadrilatère inscrit ig/ÇB^ k point de rencontre I He^diligODoiei 
&G, BD, et les points de concours?, Q des cités opposés , lotmM vol 
triangle dont chaque sommet est le pôle du tôté opposé. 

Menons la droite PQ : cette droite formera, avec PA, Fig. 118. 
PD, Pi, un faisceau harmonique (Théorème XVI) r donc la 





W Wfcuii i lW i àafct W J WMMMu Pa ^ 

corde^AD estpactag^ Jiannoaiquemi^t aux pmitta Q, £; ci, 
par la même raison|it>4AililÛIMphagée liarttioiiiqa6- 
ment aux peints Q, F. P'apirès |e tbéorèoie pré^diiL ks 

. «vont k la polaire de ce peint. Cette polaire est 

pdntO^lo' points I, P se délaceront, qiûs la droite PI m- i 
«m^ tm constante, atte|^^4i^i^|^yi|jy^bBr^ do^p^ 1 
Oi| c(HMut djB cette, remarque le moyen de eemttién,} 



îU-'-V'î^'- V't ' li vu '*^ -^«^1 



Dans tM fiiMhÉlhB'6^^ eirediiierit ABCD, #cane des diagonales 

io. 119. \ Sotettt G,ft,î,K,les points de contact dès côté^du qua- 
drfâtèfe â^ec la tif confélrencè ihàcritè. CDtfstrUÎsoris le qua- 
drilatère complet ayant pour sommets ces quatre poiûtà. • 
D'après le théorème précédent, la droite MN, qui joint 
le poiut de rencontre dels diagonales GI, KH avec le point 
de cpncours des côtés opposés IH, KG, est la polaire du 
pdftittloùie èôtipent les côtés opposés GH, IK. M^, d^ 
aûtiNg côté, lés sommets B, D du quadrilatère ç^con$(;;|^s(mt 
les pôles des cordes de contact GH,JK( Théorème XXI)j 
dçnç 1^ diagonale BD est la polaire du point L; a^ttl^ 
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Pouf ta môme raispa, Içs quatre points A, 'C, L, N« sfnt 
«n ligHe droite ; et il en eà^ de même pour les quatre points 
EJ,^,M- ... 

desi évideiit^en outre^ que les points où ces droites se 
coupent deux h deux, sgnt les points L, N, M. Donc le 
pxniliymiersection des diagonales ÀG, EF, a pour pohnre 
k diagonale BD ; etc. 

THÊORÊMfi XXVII. 

Sidenxqaadtilatères sont l'an inscrit et l'autre cireonserit à un même cerele, 
de manière, que les somoMt^ dd*|)reiËier Mâelt les points de eontaet des 
eètés da second : 1* 1^ points de concours des côtés opposés de ces qua- 

. drpatèrês sont sitaés sur une même droite; i^ les diagonales -du qna- 
Âfilatère. inscrit et celles du quadrlla'tère. circonscrit se'cttupenl en on 
même pomt , pAIe de cette droiteV^^ les .points de cobcours des côtés 
opposés du qaadrilatèce ikiscrit sont situés sur les diagonales do quadri- 
latère eireonsejjtf 

* • * • * '^ 

la dânoBstratipn de ce. (héeNrème est (Wi tte Dcnt reti- 
feimfie dan^ eelle qui précède. ; 

• » 4 

V . . . • 

TftÉottÈtoîi xxVm: * 

IntHoÉt lieiag(Kie ABCBEF inscrit ad eercle» les ^iifti deeeaeimrs I, 6, ■ 
llei ftClés oppisés'pris iletx a deox, séni tous les tro«i én^ ligife drtitei 

Ce théorème; Tun despluis féconds de'toute la Gécmiétriè, Pio. 120 
est dû-'à PàseaL II se démonCré façilemônt^omme ilst^t : 

Pi^glojigeojis les. côtés de deux en deux jusqu'à ce qu'ils 
»<ftéii;bntfént aux points L, M','N. Nous aurons, parla prt- 
jittté des droites' qui se côupeiit hors d'un cet cle, 

U.LF=LB. LG. MG.MB=MD.ME, NE.ND=Irtî*.l!ÎA- 



.#• 



D'un autre côlé, nous aurons, à cause du triaugle LMN, 

coupé parle» transversales AG, DI, FH : 

LB. MG. NA=MB. NG. LA , MD. NI. LC^ ND. U. MC, 

ME. T^. LH = NE. LF. RTH. 

Multipliaut ces s'a égalités membre à membre, et supjiri- 

maiit les fucteiirs communs, il haus vient : 

MG.NI.LH=NG.U.MH, 

-pAïc les trois po^i^ &, Q,^f^#i)r tme ntaie droite- 



As. 19 




Si l'<nirii^,'ti oorAes de t»duct AB, 'kT-V. on^coo- 
striiira mi W^^Bpe inscrit. AB6Dliï'.-ll<es cAtés de. tel 
hexagone auront pour pôleji l£& soainKts correapondanU 
de l'bexi^one circonscrit. Si l'on .mène be. Le pâle de cfUe 
droite devra se trouver sur la. potaira de b et sar la polaire 
de 8; donc .il sera en G. .De même les p6les des deux 
antres diagon^^s a(i> ef, seront les points I, H. Donc, 
puisque lès points G, I, H sofiten ligire droKe, lâirs po- 
faires cobcoùrent en un môme ^oint P. , , • 

Smarque. Ge^demiertkéorème, découvert parSt.Btian- 
don, floiine lieu, ainsi (^e le tbéorëme de Pascal « à' un 
ti^ës-grand nOmhre deconséqaences remarquablos., que nous 
oe pouvons indiquer ici. Nous nous bûrn'eroAs à énoncer 
le .théorème suivante ' 
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THiORÏHE m. 

Dans tout triangle inserit, les poioU de eoDcoors ëes côtés a?ee les tiogentes 
aux sommets opposés ^ sont sifaés soc pne même droite. 

T^ORÈHE XXXI. 

Le lien gëométriqne des points M l'égale puissance par rapport à deux 
cireonféreDces 0, 0", est une perpeodicalaire Mil à la ligoe des centres. 

On appelle puissance d'un point par rapport à une cir- 
conférence, le rectangle constant des segments additifs ou 
sbustractifs que forme ce point sur tout^ corde qui 'le con* 
tient. . 

D'après cette définition, il e^t évident : 1^ que I^ lipe 
cherchée se confond avec te lieu des points d'où Ton peut Fici« 193. 
mener aux deux circonférences des tangentes MT^ HT^ 
égales entre elles; 2^ que si le^ circonférences sont tan- 
gentes ou sécantes, le lieu géométrique dont il s'agit sera 
la* tangente commune où la corde commune. Considérons 
donc le éas où les circonférences seraient extérieures ou 
intérieures'. 

Abaissons MP perpendiculaire à 00^ et menons MO; 
MO'. Nous aurons,. 



MT=OM— OT, MT'=t=MO'— O'T', Fig. 122. 

d'où, à caiise de MT=MT^ et en appelant 'R,R' les deux 

rayons : ÔM— R'=MÔ''— R'». 



Or, ■ OM=OP+MP, 0'M=0'P+M'P; 

donc ÔP^^R*=ÔT— R'*. 



? CJa' 







n 



Cette étm donne .l(7-.Q0ÎNIm[^^ 

péris g|^0'P)(<N?~0'P)=(R4-R')CEl— H'); 

"'^'™ oc 
idnm, h p<»rîtion Jl jKÉ^PjMLnd^praânite de edie 
du pmt M ; c'est-li-dire que tons les points àik Km dur- 

rii dwi ui Itye^rtidlMlilii IB^'^ v.>; î.^ ;^ ,<• «viQ^!i;<.m'< ' 
Memarquet. 1<* La droite MN est appelée axe raëiA 



Ilf> 





^ J 





,w^ 



AiBsi fiu^ roéficol (»( f huppés â» centre de UifeittiW^ 




rh'Pj IK 



I 



,'-!;'/" "■ 



4-5 ''/. i 



i!'--' /î 



ffl 



l[OP+l^)10P-^R>={OT+RO (o^-^^o. 

im encore (OP+R). AP=(OT+R') AT- 

Nous avpu^ §wpposé R>R', d'où nous avcms 
PP>0'P.*ll faudra donc, par ^compensation , cpie A? foH 
moindre que 'AT. C'est-à-dire qUe Vaxe radkajtéf^^ y/W 
p^d^ h gronde (^conférence que de la petite. 

Loi ixei radliaia ie (rois eiieiHtféreiis«9 edOBUéiics im à 4^U| 
; se eoa|^ en on mhm ROJ^t. 



Les ax^ radicaiix W^^ U.W se coupen| «a un point G 

tel, que si Ton mène de ce point les tangentes GT, CT^ 

FiG. 125. CT", on aura, en liiêmè temps, CT'ksCr etGT=aCf. 



i"- 
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Donc CT'=CT; donc le point G est situé sur Taxe radi- 

calM"N". 

Remarque. 1^ Le point G est k centra rodi^al ^ trois 
circonférences. 

2<^ Si trois drconférefnces sejtoupent deux à deux, les 
trois cordes communes se coupent en un même point ; si 
Irois mreênfërences se touchent deux à deux , les trais tan- 
gentes communes se empeiU en un même point; etc. 

3^ Pour obtenir Taxe radical de deux circonférences G, G' 
qui n'ont aucun point cooimiin/il suffit de les couper par 
une circonférence auiiliaire G", puis d'abaisser, par.le point 
de rencontre des deux cordes communes, une perpendicu- 
laire sur la "^droite cpii joint les centres des eireonférences 
C, C . . . • . • 

THilOHËMR XXXm. 

* 

• ■ 

S roB' joint les sommets A, B, G (Tan triangle à an point intérieur 0, par 

Oà;* W_, OC' 



les droites AOA^ BOIT, COC, on aira ïr'+re+è§i=*" 



Les triangles BAC, BOG, qdi ont mémç base BG, sont pio. 124 
entre eux comme leurs hauteurs, ou, ainsi qu'il est aisé lie 
le voir, côtnme les droites AAS OA.'. On a donc 



lOC V 



« 



De même 



BAC AA" 
AOC OB' AOB OC 



ABC BB«^ ACB CC 



Ces proportions donnent 

OA' OF OC^ BOC+AOC+AOB - 

AA'"*" BB' "^ CC'""" ABC 
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THÉORÈME XXXIV. 

Si Irsis droite, abeolissanl Fn du même paiat 0, sont eoupc» ] 

pur lieux Iraosversales ABC, A'B'C, on aura | 

AU' ■ oc h'U' ' oi'"~A'(,' ■ Ou'' 

Fw. 135. Prolongeons les transversales jusqu'i leur rencontre en 
M; le iriaiigle AA'M et la tranversale BB'O nous doiine; 
ront, par le théorÈme Vlll : ■ 

AO. A'B'. MB=^AB. A'O. MB'. W 

Le même triangle, el la transversale CC donneront : 

AG. A'O. MC'=AO.A'C'.MC. 
En multipliant membre à membre ces deux égalités, el 
supprimant les fadeurs communs, nous obtiendrons 
A'B'. MB. AC. MC'=AB. MB'. A'C. MC, 

MB AC MC AB ,,, 

Maintenant, le théorème VIII, appli{iuc aux deux triangles 

ÔBC, OB'C, respectivement coupés par les transversales 

MB'CMUBC. donne 

MB'. CC'. OB=MG'. BB^. OC, 
MB. CG'. OB'=MC. Bb'." OC'; 

■,, . MB' OB MC OC ,01 

""" MB-ëF="fiC-pC=- ^^ 

Nous obtiendrons donc , par la combinaison des rela- 
tions (1). et (2)- 

AC OB__AB oc "BC -'.OK ■ 

-A'C'OB A'B" oc , SS'OA'' 

à cause de la symétrie. 
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THËORÈMB XXXV, 

ii les eotés f u triangle ABC eoopent une eircoiiéreiice , de Muiière qi^il y 
ait sar eha^pie côté deux se^enU déterminéi fit on Mimiiel et la embe, 
le produit des six segmeots obtenus eli faisant le tour de la figare dans «■ 
lens, sera égal aa produit obteÔH en faisant le toor en sens contraire. 

On a, par la propriété des sécantes qui se coupent hors 
d'un cercle : 

AP.AP'=AN.AN',BM.BM'— BP.BP', CN.CN'=CM.CM'; F», 12( 

di « 
ou 

AP. AP'. BM. BM'. CN. (GN'= AN. AN'. CM. CM'. BP.BP'. 

Rematque. Ce théorème, dû à Camot, subsiste, comme 
ceux de Pascal et de Brianchon, cpiand on remplace la. cir- 
conférence par une ligne quelconque du second degré. U 
est yrai » en particulier, dans le cas où cette circonférence 
serait remplacée par Te système de deux droites DE, FG. Fie. 121 

« 

Un quadrilatère ABGB «tant inscrit à une 'islrcoiiférence ; si Ton mène no 
IransYersale XY qui rencontre là cottrbe en denx points, et les côtés do 
quadrilatère tn ^joatre points, çessix points sonten inyolotlon : les points 
tonjvgaés sont situés sur la circonférence et sur les côtés opposés du qua- 
drilatère; 

Avant de passer à la démonstration de ce théorème, rap: 
pelons quelques définitions. : 

1« Lorsqu'une droite AB est partagée aux points C, D, 
en trois segments AC, CD, BD, on donne le nom de mp- Fioi 12J 
port anharmonique à celui qui existe entre le rectangle deh 
segments extrêmes et le rectangle de la droite entière par le 

6 



' *■■■ > .' -^» 



•^^" 



■V 



.•1 



% 



.jiefffiient moyen; c'est-à-dire que le rapport anharmoniqoe 

dfis quatre points A, fr, C, D est Igirf à ^y^. 

FiG. 1S9. AÇilp Lini|iw sfac feîM A^B, Ç, Â^ B', G' siM^Mr m 

droite, ^nt tels qiiê le rapport an&armonîqiie db quatre 

(f antre en est égal aji rapport ajiiianiioiilqpe de kurs con- 

' ju^és ou à l'inverse de celui-ci, on Ht qjàe ces^ six potnis 



3^ Cette dernière dénomination a été adoptée» pmcf que 

AB.BTC A'B'.BC 

AB'.BC A'fi.B^ » 

on aura aussi, comme ou peut le d&nonbrer, 

AB.CA'.B'C!'=A'B'.C'i.BC ' 

• • • • ■ » 

- - , • ■ ■ * • . • 

r6latioa.anàlog|ié à- celles que nous avons considérées ci- 
dessus (théorèines yni, IX,, (etc.). 
p. , .. Gela Qpsé, prolongeons les cdtés opposés AB, CD jus- 
F*iG. iSO. qu'à ce qu'ils se rencontrent en E :'le théorème de* Carnot, 
appliqué au triangle EPR, donnera 

EB EA. PU. PT. RB. RC=d!ÎE. E»: RT. RU. FA. PB. 

Le même théorème., appliqué au triangle EPR et au sys- 
tËnae des droites AD, BG/ donnera. aussi 

. EC. ED. R&..RQ. PA.PB=EB.EA.PQ.PS. RC. RD. 

Multipliant ces deux égalités membre à membre, et sup- 
primant les facteurs communs, on obtient 

Rft PT. RS. BQ=RT.. RU. PQi PS; 

PT.RQ RU..P& 

"** PQ. RT RS.PU' 

^ s Remarqtie. La proposition précédente est connue sous 
le nom de Théorème de Desargue. 
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THÉOR&MB XXXVII. 



«• « 



Si (fan point 0, pris dansTintérieur d'in triangle ABC, oiijèfis^-(iet,p% 
pendieulaires sur les trois eètés, on détermine six ségmenb tels, qoe fa 
somme dOT etfM 40 iegin^nls qii n'ont pM (l'extarémilèt eoniiimes, est 
é£ale à la somme des earrés des autres segments. 

léniHh (M^,'èB,OGrb(ms iàroik^, à cause déd friaitj^efflf Fig. i31 

rectangles. 



0»'+B'C=OA'+A'C, 

Donc, en ajoutant menibrè à meçibre et supprimant les 
termes égaux, 

. >'B+CÂ+B^C=C''B+P^+rcV 



T^OftËHE XXXVIIl. 

Si on j«inl le sommet A i'vn tringle à m pouit qaelemqoe M de la baw 96, 
..« ooMraÎB!-(l+ÂG'Ba=:(iM+BH.CI).BC, 

Abaissons Xd perpendiculaire sur BG ; nous jurons, dad^ Pi^^ 15^ 
le triangle AMB : 

^=iyâ4-BM^2BM.MD; 

■ 

et dans le triangle AMG : 

ÂC=AmVc"V2CM. MD. 
Afin d'obtenir une relation indépendante de MD, multi- 
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plions la première égalité par CM, la seconde par BM, et 
ajoutons; il vient 

AB . CM -hKc. BM =m. BC +M! CM + CM. BM ; 
ou, en simplifiant, 

âb! cm+âc'bm=âm! bc+bm. cm. BC. 

Remarques, i" Supposons que. le point M soit le milieu . 
.âe BC. Alors, à cause de BM=CM, la relation qui vieut 
d'être démontrée deviendra 

Cellfr^i exprime un théorème cMini. 
3* Si ,U droite AU divise Tai^ k ea àeai parties 
éfalfs, on a 






AB^AC — AB+AC**"^ ' 



d'06 BH:=Àfi.j 



Xl'^=^-iS 



'•AB+-JU3* "^— ""-ÀS+Al 

Ces valeurs, substituées dans le prunier membre de li 
reUtion générale, donnent 

(ÂB. AC+ÂC.ÀB)^f^^=(ÂMH-BM. CM) BC; 

d'où AB. AC=^VbM. cm. 

Ainsi , dam tout triangle, le carré d'une bissectrice est 
éqtûmlent au reetangle des deux, côtés adjacents, diminua 
' du rectangle des segments détermmét par cette bissectrice 
mr le troisième côté. 
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THÈORfiNB XXXIX. 

Dans tout trapèze ABCtt, la soqime dès carrés des cètés md panllèlef AC, 
BD est égaie à la somme des carrés des diagonales, dimina^ de deax Ms 
le rectangle dai bases. 

Si on jômt les mflieux M« N des diagonales, on aura Fig. 132 

« 

AC + BD V CD + Ât CB+ ÂD+ 4 MN ' 
Mais oïl Sait queMN= ^ ; d'où 

' 4MW=c5VâB— SAB.CD. 
En substituant . on obtient 

ÂBVâf=^H- ÂD — 2 AB.CD. 



THËORÂMÉ XL. 

• f 

La somme des carrés -des segments formés par deox cordes qui se coopeal 
« * reetanpiairemeat esV égale an^carré da diamètre. 

Soient AB, CD les deux cordes : je mène BC, AD, le Fw. 134 
diamètre DOF et la corde AF. 

On a . AE4-ËD+M:+CË=ÂÏ)+BC. 

Mais lai. somme des arcs AD, BC est une* demi-circoih 
férence, attendu que FangleE est droit; donc les ârôs BC, 
ÂF sont égaux, et, par suite, leurs cordes sont égales. La 
relation précéàente devient donc 

2 2 ^2 2 2 



AE + ED +BE +CE=AD + AF= DF. 



r * 



^^' 



-..r 



Li MMM dei canii de deux emfdes perpcMBeBlaim AB,CD, Mt égik) 
>* Milli IllIM ifc fqm^ iMi^ qgaM Mlle «mï de h"^^ 
^^HÉtfli^itilïiÉleiMe&MleideÉi'eqfdei. - • - «" 

J0II t évideminent 



r««** ' •* <tl*a*«l t«l 



Fl6. 134. AB+($=SS+M+ŒHr]^+2.AE.BE-h3GE.DE; 
bu, en verta du théorème précédent, 

^M-^LsDFVs (âE. BE + ce.' DE). 
Menons OG, (|B p^mendkplaires \ CS^^ ; bous aorotts 
iŒ=AH+Ea,^^^^-Egî .. , 

d'où APBfi^çV-S? 

.« et de mtae, CE. DE=DG->GE. 

' L'égalité précédente d^Ti«(i|| ^^qt; 



AB+CD=DF+2AH+ 2DG— 2(EHTt- GE), 



:i 



ouenfin AB+CD=8 0D— 40E. 

THÉORÈME XLII. 

Idinqu'oRe droite AB est partagée, en moyenne et exMrèoie r^son, la somme 
des carrés de la droite entière et du plus petiji segment BC , es^ égal^ à 
trois fois le carré du plus grand sèment AG. 

... % 
FïG. 135. Où ^y psir hypothèse, AC=AB.BG. 

Mais, Âc'=SbVbC— 2 AB. BC; 
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donc AG=AB+BC— 2AC, 



ou 5AG=AB-hBC. 

Bemarque. Si Ton prend, sur Je prolongement de 6A, 

un point C tel, que AG'==ÀB. BC, on aura, par le niéine 

cdcnl. 



5AC'=;3ABh-BC'. 



THËORËHfi XLIII. 

Si, m les cMés d'an triangle rectangle ABC, on tonstruit des carrés et que 
Ton mène les droites BD, CE et la Muteur AL : i<^ ces trois droites se 
eoupeat. m un wioe point I; i® les segments AU i AIL sont égipx 
entre eux. 

!<" Les triangles tràmblables AHG, BHE donnent Fi«. 130. 

AH .^ AC AG 

^ B^TBB— AB- 

De même, . i|=ii- r . 

D'ailleurs» par mie propriété eoimue» 

BL âb' - 



QL AC*' ' 

UoltipU^nt ces proportions terme -^ terme*»- on obtient 

ÀH. GK.Bt=BH. AK.CL; 

lonc les At)ites GH, BK,'AL se coupent en ira* même 
)oint L 

2" De la proportion ^=^, on conclut a=i^c; 

AB AP 

Toù AH=^^:j::^. On trouverait, de la même iBaBîère, 
^= ifexc- ^^û^ AH=AK. 






1 
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Remarques, i' Si, dans l'égalité 

AH. CK. BL^BU.AK. CL, 
on supprime les fadeurs égaux AH, AK, on obtient 

BH^BL 

Ck cl- 
2° Menons la droite HK, et soit P le poiiït oii elle co^ 
le prolongement de l'hypoténuse BC : ce poiot sera le 
conjugué harmonique de L ; donc 

Bf BL JB^ " 



wdtf^sleim. " 

mets C, e n)enons les droites CHi eh respectivement paral- 
lèles aux dia^nates BD, bd, et abaissons sur ces parallèles 
les' p^pendienlaires .AH, ah, lesquelles aussi seroul per- 
pen^raliires aux bases BD et M des triangles ÀBD, BCD, 
abd, bcd. 

Cela posé, les deux quadrilatères ABCD, abed sont cha- 
cun la siimme de deux triangles qui ont une base coinnnuie 
BD, bd ; donc ils seiit entre eux comme les sommes des 
hauteurs de ces triangles ; or, ces sommes sont évidemment 
égales, l'une à AH et l'autre à ak; et, d'un autre côté, les 
triangles rectangles ACH, ack sont égaux comme ayant 
l'hypoténuse égale et un angle aigu égal. Donc les deux 
quadrilatères sont équivalents. 
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THËORÈME XLV. 

Si, Mfmi 0, pris d|ins le plan d'un parallélogramme ABCD, on mène 
fa Irilles i tous 1<^ somitaets, le jrlangle AOC, qui a ponr base la dia- 
(Mib, lera éfoivalent à la somme ou à la différenee des triangles AOB, 
ASB ayant poar bases les côtés AB, AD, selon que lar droite AO laissera on 
ne laissera pas, d'un même côté, les sommets B, C, D. 

Les trois triangles AOC, AOB , AOD ont même base; F% 138, 
lonc ils sont entre eux comme leurs hauteurs GGSBB', DD'. 
^r, le point E , intersection des deux diagonales, est le 
entre des moyennes distances des points B,D; donc2EE^ 
uGC est égale à la sothme algébrique des distances BB% 
D'; donc aussi le triangle AOC est équivalent à la somme 
Igébrique des triangles AOB, KOD. 



THËORÈMB XLVI. 

i d'an point quelconque, pris dans l'intérieur d'un polygoie eo|me dont 
les côtés sont égaux, on abaisse des perpendiculaires sur tous lés côtés, la 
lonune de ces perpendiculaires est une quantité constante. 

• 

En effet , si Ton joioft ce point à «tous le^ sommets, ou 
►artage le polygone en autant de triangles qu'il y a de cô- 
és; chacun de ces triangles a pour onesure la moitié du 
iroduit de sa base par sa hauteur; et comme, toutes les 
lases sont égales, Taire du polygone sera égale à la moitié 
lu produit de Tun des côtés par la somme des perpendi* 
ulaires abaissées du point intérieur sur les. côtés;. cette 
omme est donc constante. 
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THËORËHi: xivu. 

Dut tfflil triangle AfiC, l« point H de rrntnatre d«s trnb baiitrari, If. ccolrt 
des mnyeiiQcs diitancpj et k centre da cml« circonscrit, aoal ii» une 
œèoiR droite ; In dinIaDce Dfl dej deiii premiers poinli est double ds ii 
dislaoce OD des i\ea\ derniers. 

I, SoicDt E. F les luilieus des côlés AB, BC. Menons Eu, 
FO. AH, Cil, CI) et DE. 

Les triangles AHG, FOE, suiit évidemment équiaDSlu 
e^tre eux; douu 

'' OR *c.^« 

EO EF 

D'un autre cûtô, le point D étant le centre des moyennes 

distances du triangle ABC, on a ^^ = 2. Coûséquem- 

. ment, les triangles HCD, OED ont nn angle égal compris 

entre côtés proportionnels ; donc ils sont semblables ; donc 

^ les angles CDU, EDO sont égaux j et CDH est une ligne 

droite. De plus, HD=20D. 

THÉbRËlHB XliVlIW 

. Dus iMl bi»|l«, h «omn)«id« r^ous d^ dénies iotctil el eiretuerit «1 
é^aleà lasonune det perpendiculaires aliaiisées, da eeotee dac»l^.N^ 
conscrit, sur les trois calés. 

Fio. 140. Soit ABC un triangle quelconque, dont les côtés sont 
8, b, c. Par le centre du cercle circonscrit, abaissons OM, 
ON*, OP perpendiculaires sur les côtés. Menons les droites 
MP, PN, NM, lesquelles seront respectivement égales à ^B, 
Ibf^c. Enfin tirons les trois rayons OA, 06, OC. 



I ha. 15' 
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Les quadrila%es APON, BMOP, GNOM, évidemment 
mscriptibles, donneront, eu appelant R le rayon du cercle 

circoBscrit, 

6R=b<!.OM+o, GP, 
c R=>=a. 0H+ &• OM. 
iMie en ajontant, 

{it^h-it-e\ R=(<H-6) OP+(fc+c) OM-h (a-(-c)ON. 
Dans lé second membre,' ajoutons et retranchons la 
quantité «• 0M+ h- ôS+ c. OP ; nous aurons 

(à+ft+c)R=(o-i-iH-c)'(OP-l-OM-f-ON)-{a.OM+ft.QN+c.OP) 
J^e terpQ^ gQP^r^Ctif représente éyidemme^t le Rouble 
h. Taire du triangle, c'est-à-dire (fl-^^fc+cjr, r étant }e 
rgon du cçrçle inscrit; doncrégâlité précédente devrent 



» 



THÉORÈME XUX. 

La 4iti^ce 10 de9 eçi^tr^ des circonférence^ inscrite çt cireon$eri|| i nn 
triangle ABC est moyenne proporiiopeile enfire le rayon' B dç la seconde 
et Hèxcès de ce rayon sur denx fois celui r de la première. 

Las droites Al, Cl étant le§ bi^^çtriocis des augl^ A, C, Fig. 14i . 
divisent eu deuiç. i^rties égales les arcs BDG, BEA^ aux 
points D, E. Q résulta de I^ que la somme des arcs AE, CD 
est égale \ Tare DBË ; et, pai* suite , que les angles AIE, 
DAE sont égaux. Donc AE=IE. . '. 

Si nous menons le diamètre EQF du cerclo circojiscrit, 

. -I _ , . 

ce diamètre ^ra perpebdicula|rç ai^ ipoilieu de AB ; et npuç' 
aurons k&^^W. EG; 



•i. 



Rj**. ' 
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OU iËLaOE. EG=2B. EG. 

Mainleoant, sî l'on nièneOI^^rf, on aura 

ri'=TË + R'— 2R(EG + r); 
d'où, en ajoutant membre à membre, 

Remarques, i" Le rayon R du cercle cireotiscrit mptut 
être inférieur au diamètre du cercle inscrit. 

2" Si l'on a, entre les rayons R, r de deux cercles, et k »| 
dislance à de leurs centres, la relation d^^R {R — 2r),» I 
même triangle pourra être inscrit 'à l'un des deux cercles, d 
circonscrit à l'autre. 

Cette réciproque importante se vérilie aisément au moj^ 
de la rëdtietion à Vàbsurde. 

3" Si deux cercles sont tels qu'un même IriaHgh ptâsu 
être inscrit au premier et circonscrit au second, il y aura me 
infinité de triangles quijouironi de îa même propriété. 

TflËOBËHB L. 

L'imcne dn jajvn 'iia urele loscrit à ud Iriaogle tst égtl i li swnnc 
' * des 'mtnà d« trois baulenn. 

Soient a, h, c les côtés d'un triaivglersoieiU a', 6*, e' 

les hauteurs corresponduites. DésignoBs par -T l'aire ée ce 

triaagle, et-pàrrle rayon d'Im cercle iascrit; noDs aurons 

2T=ao'=W=cc'=(o+lH-c) r; 

ij a' ■ 6 ' j a^t-JH-c 

(ir(^)"(i)" (j) ■ 

Dans cette suite de rapports égaux, le dernier antécé- 
dent est égal à la somme des trois autres; donc 
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thSor&hb li. 

les eireonférenees eircoDserites aax triangles formés par les côtés d'on 
quadrilatère eomplet &BGDEF se coupent toutes les qnatre en on même 
point M. 

Cousidéronsje triangle ABF et les points G, D, E, situés Fig. 142 
m les trois c^tbés de ce triangle. Les circonférences ADE, 
BCE, FCD, papsant pa* les sommets de ce triangle , et se 
coupant deux à deux en G, D, E, doivent se couper en un 
même point M. (Théorème XII, livre II.) . 

Pour une raison semblable, les circonférences ÂBF, BGE 
FCD, doivent se couper en. un même point. Mw ces deux 
dernières ont déjà le point M commua : donc les quatre 
circonliéreoces passent par ce point. 

THÉORÈHB LU. 

Si Ton circonscrit des circonférences aux triangles formés par chacun 4es 
côtés d'un pentagone et les prolongements des côtés adjacents, les points' 
d'intersectioB de ces lignes sonl sitliés tons les cinq sur une même circon- 
férence. 

Soit ABCDE un pentagone quelconque. Soient ABF, Fig. 143. 
BGG,.... les triangles dont il s* agit. Les circonférences 
circonscrites à cet triangles se coupent consécutivement 
aux points L, M, N, P, Q ; et il s'agit de démontrer que 
ces cinq points sont situés sur une même circonférence. 

Si nous considérons le quadrilatère complet ABGIFG, 
nous conclurons, du théorème précédent, que les circon- 
férences circonscrites aux triangles ABF, £GG, FGI, se 
coupent au point L. 
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Oc même, les drcooréretices citcouscrites aux triantes 
CDli, EDI, PCI formés pa.t les cdtés du quadrilatère com- 
plet CDEFIH, se coupent au point N. 

La circonférence circonscrite au triangle FCI, passe dont 
par les points L et N. 

Actuellemeut. les circonférences ABF, FCI ayant, avec 
la circonférence qui passerait paf les points L, N, Q, un 
pûint commun L, et la droite FAI étant menée par l'iitter- 
seetiou F des deux premières ciTconféreilces. il résulte, de' 
Isf réciproque du théorème qni vient d'étfé cité, que si Vot 
joint les points À, I aux intersections Q, N de ces deils 
lignes avec la troisième, les droites QA, IN prolongées se 
couperont sur cette dernière circonférence. 

Cela pOsé, eu considérant le tfiangle ARI, 6t les 11*01! 
points 0. N, E, situés sur les cfltéS de ce triangle, nous 
voyons que les trois «irconféreuees QRN, NEI, QEA 
doivent se couper en un même point. Donc la circonférence 
QLN passe par la point P, intersection des circonférence» 
ÛEletAEK. 

enverrait de la qiécas manière que celte ligoe c«utiient 
aussi le point M. 

Donc les cinq points L, M, N, P, Q sont situés sur une 
môme circonférence {*)■ 

(*) Ce remtiquabie théorème a éi^ 4omt tne k AtoMl il ^j* 
U.Hîquel, alors élève de rimlitutioa Barbet. , 
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* 

TiiioRÈME un, 

* 

Dans tral triangle ABC ^ !<> les mUieiix JM , N ^ P des (r^is cités , les pieds 
V,B', r des trois haotears, les milieax Ë, F, G des segments compris 
enlhi les ^omliiets et le poii^ de rencbntre des (rois liaalears, sont* détf 
fAtt sitbês sur ifâé mette eireonfét^nee ; ^ le «eal^ K de eétte eiltoiilS^ 
reieé ekl le- isitieu de 1» Awite qoi joint le centre du eérele eir^onserit 
aa point de rencontre des trois hauteurs; 3<^ le rayon de cette circonférence 
est égal a la moitié du rayon dii oorele inscrit. 

1^ I^es points E, G étant les milieux des segments ÂD, Fig. 141 
CD, la droite GE sera parallèle à ÂC et égale à la moitié 
deeaeôlé. Pour une raison semblable, les droites EP, GM, 
sont parallèles à BD et égales à la moitié de ce segment; 
d'ailleur&BD est perpendiculaire à ÂG; donc la figure 
EPMGy -çû a deux c6té^ égaux et parallèles et deux angles 
dr<»4i^ est un rectangle; donc les quatre points E, P^M, G 
sont situés sur lûie même circonférence, décrite sur ME 

comme diamètre. 

« 

GettQ^ cb-conférence passe évidemment par les points 
Â% G% sommets des angles droits MA'E, GCT. 

• - 

On verrait de même que les points E, F, M, N sont les 
sommets d'uiie circonférence décrite sur ME comme ^a- 
mètre ; donc ces deux circonférences coïncident. Et comme 
NF serait un diamètre, le. point B' appartient encore à 
cette circonférence, laquelle contient, par conséquent, les 
neuf points M, N, P, A', B', C', E, F, G. 

2<* Le point D, où se coupent les trois hauteurs, est le 
e^txtltrdu cerèle circonscrit au triangle que Ton obtiendrait 
en menant,' par les sommets A, B, G, des parallèles aux 
cttés #ppcéé!l ; deme CD=20P, DG=OPj et le centre K, 
fldîMt et PS» oit^en' ttéme temps le milieu de OD. 
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7)" Les triangles ABC, MNP suiil semblables , et leur 
rapport de similitude est égal à 2, Donc le rajen Ml tslla 
moitié du rayon OA. 

Remarque. On peut eucore démontrer que le cercle des 
neuf points est langent au cercle inscrit et aux quatre 
cercles ex-inscrils, (Consulter, sur ce sujet, le 1" volume 
des Nouvelles Annales de Malhémulkiques, page 197.) 

PROBLÈME L 

Élnul donnf^s une cirrnnri'rcnce 0, une tangente AD, et le diamèlre AB fsi- 
sanl par le point de conlati , Tiiener,4)3r l'etlréinili: It de ee diujuèlrt, mt 
iinnk sas telle, que su partie eitiirieiirc soit égale à une long:um 
dannée a. 

ha, 145. Si nous joignons le point M au point de contact A, 
l'angle AJVIB sera droit, et comme AN est perpendiculaire 
& AB, ce diamètre sera moyen proportionnel entre BN et 
BM. Gonséfpiemment , le problème se réduit à déterminer 
les dimensions d'un rectangle équivalent au carré du dia- 
mètre, connaissant la différence a de ces deux dimensioDs. 
On est donc conduit à la construction suivante : 

Prenez, sur la tangente' AD, AC=b. Décrivez sur AC, 
cenme diamètre, une circonférence. Joignez son ceatre 1 au 
point 6 par la sécante BEW. Puis , du point B comme 
cetitre, décrivrâ les arcs FN ou EM. 

PROBLËMB IL 

J^ an point 3oané A, mener une droite qui passe par le-poinl de coMOon 
de deux droite^ BG, DE, que l'on ne peni prolonger. 

FiG. 146. Menons deux parallèles quelconques FG, F'G', qui cou- 
pent BG en G, G', et qui coupent DE en F, F'. Jo^aons 
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le point F «u point A, et, par le point F', menons F'A' pa- 

■ 

rallèle à PA. De même, menons GA et sa parallèle G'A'. 
La droite A A' sera la droite cherchée. 

En effet, les triangles AFG, AT'G' étant semblables et 
semblablement placéâ^ les droites BG, DE, AA' concourent 
au centre de similitude de ceâ denx triangles. 



PROBLÈMB III. 

Partager un triangle ABC en trois parlies équivalentes, au moyen de droites 
menées des trois sommets à un point inconnu 0. 

Le triangle BOC étant le tiers de ABC, et ces deux trian- Fig. 147. 
gles ayant même base, il faut que la hauteur OH égale ^AH; 

de même Ofc=^BK, etc. ; donc, le point se trouve à des 

distances dVBC et AC, égales à i AH et i BK. 

5cofi^.' Le 'point est le" centre dès .moyennes distances 
du triangle ABC. » 



• . 



PROBLËMB IV; 

TroaTery.sor une droite donnée AB, un point M également distant d'un point 

donné F, et d'une <iroite donnée CD. 

Du poiAt Tj abaissons FI perpendiculaire sur AB, et pro- Fig. 148. 
longeons-la d'une quantité IG=FI. La .circonférence dé- 
crite du point M comme centre, avec' MF pour rayon, 
passera par le point G, et sera tangente à la droite CD. 
Pour déterminer le point de contact P, prolongeons GF 

7 



i 



t 
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jusqu'euU; nous aurons lir^UG.IIF. Prenons dniic. i 
droiic et !» gauche Au point II. Jcs longueurs HP, HP' 
égales 3 la moyenne proporlioiintlle entre IIG el Iff ; 
les iioints P, P' seront les points de contai;! de deux tir- 
conférences tangentes à.la dj-oîte CD et.passaut par les 
points G, F. Les centres M,'M' de ces circonférences sa- 
tisfont à la question. 



[nscrii-« un imi MNPQ liiins un iHangic donni! ABC. 

t9. Abaissons la hauteur AD du triangle, et sur At) comme 
côté, construisons un carré ADEF. Les deux carrés élaol 
semblables et semblablement placés, les droites qui jai- 
gnent leurs sommets homologues doivent passer par un 
même point, lequel esl i^vîdcniment le sommet B. 

Ainsi, pour résoudre je ]>iol)Ièun', on mène AF parallÉle 
à la base BG et égale- à la hauteur AD. On trace BF, qui 
coupe AG au sommet cherché R; etc. 

PROBLËIHB VI. 

Ipserirc, âaos nn (rîaogTe donné, an Keianglg senMsble à on ?eeliB{le 
' donné. 

. Ca problème ne, dtfièu. pas esaentiçUemeat de .xelm qiii 
précède; ' . 
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PROBLÊMB VIL 

Pir il ygial C^ dMiiié cbiiit m aa^le AOB, mener une droite HN (|ai soit dhisée 
pér ce point, en deux parties ayant on rapport donné. 

Soit— le Bapport donné, de manière que ^=^. Par 

le point doDiié G, nietioils CD parallèle au côté AO ; nous Fig. 15< 

aurons 

OU ItfC m ' 

On construira donc le point N, au moyen d'une qua- 
trième prdportioniteUe ; après quoi l'on joindra ce pèlnt.au 

.1 ' * ■ "* 

point donné C. 

« « 

PROBL&MBTUL 

Par nn point I, dènHédaiis lé pfoti de trois dm'fies OA, Ot, 6C ^i eon- 
ceurent en ni même point, mener une droite HPN telle, qne les deux 
s^ents interceptés soient ei^re eux dsiis un rappprt donné. 

y 

Après avoir pris arbitrairement un point E sur la droite 
OB, on mènera par ce point Une droite DEF telle, que Ton ait Fig. 151 

S^ÏÏ, Il f!ê' f êîsleîârpte», éridemment, qu'à mencir pa* le 
point I, une parallèle MPN à DEF. 

PROBLÈME IX. 

é 

Ftf il prifrtD, domié sitr M eôté AB d'an triangle AB€j mener me droite 
Iffiqil partage ce triangle en deux segments ayant, hd rapport doqné. 

Soit^ ce rapport : nous aurons ^^=f^' Mais, à cause Fig. 155 
de Tangle commun A, 
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L 



Ainsi, on obtiendra AE par degx quatrièmes proportioB' 
nelles. 



PROBLÈME X. 

Psrlngcr un (riangle ABC, iliins un npporl ilnnné, par nae droite MX, 
panlléle à iiiiv direrlion ianate DE. 

Les deux triangles CAB, CMN. ayant u" angle égfllC, 
sont entre eux coaime les rectangles des côtés qui com- 
prennent l'angle égal; dnnc, - étant le rapport donné, 



Mais, la droite MN-élunt parallèle hJ)E, ona 



Ces deux proportions donnent 

CAXB p+g CF • ■ ' 

CM' P • .CG- . 

Soit CI une moyenne proportionnelle entre GA et CB. 
Alors ■ , 

^^^ _p_ CG 

Ci* ~P-H ■ CF- 
Cette dernière proportion indique que CM est le côté 
d'un carré qui est au earré d€CI,-dans un rapport donné. 
Le problëiuQ peut donc être regardé comme étantrésolu. 
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PROBLÈMB XI. 

Partager un qaadrilatèie ABCD en deux parties équivalentes, par une Mie 

partant dn sonpet A. 

* • 

On construit un triangle ADE équivalent au quadrilatère. Fi^* I&! 
On mène la médiane AM; elle partage ÂDE en deux parties 
équivalentes • Donc AU est 1^ droite demandée . 

PROQLÈJHE XII. 

Partager on quadrilatère ABCD, dans un rapuprt donné, par nne droite HN, 

paraUèle à une dir^ection donnée EF. 

Soil J-le rapport donné, de maniôce que ^^=J. Fig. 158 

Prolongeons les' côtés BG, AD jusqu'à le(\r rencontre eu 
; nous pourrons remplacer la propprlion précédente par 

celle-ci : . . ' . . 

OAB— O MN p, 

OU bien, en substituajU aux triangles ÔAB, OMN, OCD 
les rectangles proportiorîiiipis : ( 

OA.OB — QM.ON p 

OM.ON— dcOD 9* 

« 

Cetje proportion donne , 

OM , 0N=^ . 0A.0B+-2- . OG . OD. 
Mais, la droite MN étant parallèle à EF, on a 

OM OEç, 

ON • OF* 



Par suite, en multipliant membre à membre î 
ÔmL(^-.OA.0B+^-.0C .OD) .2|. 
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Soit OG inie moycniit' proportîoiiiiellc entre OA et OB; 
soil de même OH uiiu luojregm propurlioDiielle entre OG 
el OU. Nous aurons 

ÔM=(ii;-Ç»+i^.5n"),°|. 

I On voit que, pour obtenir OM. il snflira maintenant d'ap- 

* ■ pliquenres deux problèmes : cQtistruirr. un carré qui swU 

' un carré donné, danit un rapport Jonné; trouver unearri 

éiiuivaleitt à la svmme ilc ikux Carrés duiinés. 



1 PROBLEHR XIII. 

hurire, dani an Iriangte ABC , un rrclaugic ILXPQ Ë<|ni¥aleiit à un ton 

( 

ISg. 156. Abaissons la hauteur AD; nous aurons 

AD AB' ^^ "BC^'AB" 

=^ Ces deux proportions étant muttipliées terme k tenM. 

donnent '. ' • 

AD.BC ^' ' 

'■' d'où, à cause deMP.MN=m»:' 

Si l'on décrit sur AB comme" dramètre "une demi-circon- 
férence, et que l'on élève MÉ perpendiculaire à AB, on aura 

ME=BM. AM. D'un autre cité, sdîtp la moyenne pro- 
portionnelle entre ta baseBC etla hauteur AD du triangle; 
alors l'équatioo précédente doune 
ME=AB.^. 
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Si donc on cherche une quatrième proportionnelle aux 
droites p , m, A6, puis que ron- mène, parallèlement à ABn 
ime droite qii^én eoit éloignée d une longueur égale à cette 
quatriàma proportionodle, on obtiendra la point Ei ait pw 
suite, le point M» 

Remarque. Le problème admet, en général, deux »olu»< 
lions. 

PROBLfiMB XIV. 

A an qna<frilatèit donné ABCD, cireoBserire nn quadrilatère H!!PQ 
semblable â on antre quadrilatère donné. 

Le quadrilatère MNPQ «devant être semblable k un qua- Fie. 157 
dritatèlfe donné, il s'ensuit qir& ses angles sont connus. 
Par suite, les sommets cherchés M, N, P, Q doivent être w- 
tués sur trois arcs AMB, BNC, ÂQD*, capables de trois 
angles donnés. • » - • ' 

'Soient E,*Fles poinU d'întersection du premier arc avfec 
les deux derniers. Me/ibns M% >fF, QE,NF. Prenons en- 
suite, àrbitrairetfient, un pofnt M' sur l'arc AMB, et menons 
encore M'AQ% M'BN', M'E, Wf] Q'E, NT. 

A cause de l'égalité des angles AME, AM'E, et de celle 
des anglesk AQÉ, AQ'E, les triangles MQE, M'Q'Esont 
semblables, et Ton a ' 

ME MQ 

Pour la naême raison, ^=^- 
On tire, de ces deux proportions, 

ME___M'E MW Mg 
MF MT* M'Q'MN- 

Le rapport des distances ME, MF [est donc connu. Gon- 
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séqucmiuenl, le soiiiffiel cherL'hiS M . qui doit se trouver 
: la circonférence AEFB, appartient aussi au lieu des 
lipoini» tels, que le rapport des distances de chacun d'eux 
|iDX deux points E, F, soit un nombre donné. Or, on sait 
' que ce lieu est uuc circonférence. On peut donc regarder 

i$ problème comme résol(i. 



PROBLEME XV. 



Inscrire, li un rediiTi);1e ilniiué AttCD, nn rcclangle semblable 
ù nu nuire rectangle 3(>nnû KFGH. 



' Henversnn^ d'abord la-questi^, et'proposons-QOus de 
i. circonscrire au rectangle EFGH un reclaugle MNPQ sem- 
blable au rectangle ABCD. 

Ce problème inverse; jiis particulier du problème XIV, 
peut aussi être résolu comme il suit. 

i'angle M étant droit,. le soûimet,M doit se trouver sw 
la circonférence décrite sur EF, comme diam^tra-, donc il 
s'agit d'évaluer l'un oul'autre des d^ui segments EM, MF, 
ou seulement leur rapport. . 

Les deux triangles ËMF, iFNH, évidemmest semblables, 
dfitment • , ■■ .. ' 

EM MF EF ' . 

FN NU :FH' ■ ■ 

D'ailleurs, le reilaùgle NMPQ, devant être semblable i 
ABCD, on aura ... 

'mn AB _ 

MP bO"' 
ou, à cause de flP=EM : 

Mf+fk AB 

NH+EM^ÏÛ- 
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Remplaçons , daus cette dernière proportion , FN paf 
?|,etNHparMF.?5 



EM.fc|, et NH par MF.|M; nous aurons 






EF AB 



FH BC • 

puis, par UH- calcul très-simple, , ^ 

EM EF.BC— FH.A B 

MF EF.XB— FH.BC* 

Le rapport des segments EM, VF étant connu, on pourra 
déterminer le point M par sa- projection I; et alors le 
rectangle MNPÛ sera connu. 

Si ensuite on divise Afidans le. rapport de MF -à F^» on 
aura le sommet R d'un rectangle RSTU, gui sera inscrit à 
ÀBŒ), et semblable à EPGH. ' • 

Remarque. Ce problème donne lieu à Utoe discussion qui 
est tout à fait du ressort de l'algèbre- 

PROBLÉMB XVÏ. • . 

f 

Par on point 0\ situé sur la bissectrice d'un angle droit CAB , mener une 
transversale HN telle, que sa partie comprise entre les côtés de Fangle, 
seit dB lofigaeur donnée L. . 

Du pdnt dbiiné 0, abaissons sur Iqs côtés de Tangle, Fig. 15£ 
les perpendiculaires égales OD , OE. Par le pied N de la 
transversale cherchée, imaginons NF perpendiculaire • à 
MN, puis NG perpendiculaire à DO. Si le point F, oîr NF ira 
rencontrer DO prolongée, était connu , on obtiendrait le 
point N, en décrivant, sur OF comme diamètre, une demi- 
circonférence. 

Or, les triangles rectangles MDO, F6N sont égaux, parce ' 



} 
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qu'ils ont les côtés per|)ciidiculaires, et que DÛ =OE=GN. 
DoDC MO = NF. Il suit de là que , 

MN=L'= (ON+NF)'^ÔH'+Nf4-2 ON. NF. 
D'un autre côté, le triangle 0!VF étant rectangle eu 0, on i 

()N+NF=ÔF^, el ON.!SF=OF.GN^OF.OE. 

L'égalité précédente devient donc 

U— ÔF + aOF.OE. ou L«^0F(0F+20D). 

Supposons que du point D comme centre, avec DF potfi 
rayon, nous décrivions la circonférence FÏIF'. et que no^ 
prolongions EO jusqu'à sa rencontre enH avec celte eireo;^ 
féfence. Nous aurons, évidemment; 0F' = 0F + 20D,«É 

. » 

0H = 0F.0F'; d'où, àcause de L*=OF. OF' : OH^si^ 

Il faul donc, pour résoudre le problème : prendre 0H=»l4 
décrire, du point D comme centre, la circonférence FIIF'; 
décrire, sur OF et OF' comme diamèlrcs, les circonférences 
CNF, ON''F'; joindre les points où Qette circonférence 
coApe AB ou son prolongement, arec le point O : les droites 
MN, M'N', SPTS". M"'N'" satisfontà Ruoncé, ou à l'émlneé 

Remarquet. l" Si la longueur donnée L est molndr>e 'que 
le double de AO, la circonférence OF ne coupç pas AB, et 
les solutions MN,*!VrN' n'existent plus. 

2" Lq problème que nous venons de résoudra. est corau 
sfiUs 1« ppm de ProbUm de Popfus. 



PROBLÊHtl XVIi: 

un point 0, situé spr la bissectrice (Tan angle droit GAB, mener nne 
transversale MN telle , que le triangle MAN soit équivalent à on carré 
donné m*, ' • 

Cterchon», wwroe daps U problème précédent, àdéter». 
mmer le point d'int^rsecdonF.deDO avecNFrpen)endieii- Fig. Ift 
laire à MN. Si nous abaisscMis FP perpendiculaire h AB, 
nous aurons, h caujse (Je l'égalité des trîanglefe MDO, NPF : 
GFPN=4i MDO. De même, le rectangle GOEN est double 
du triangle j^SN. Si donc nous construisons le carré DO^'A 
ifpi k DQEA, le rectangle VfWJO' sera double du triangle 
liAN; c'est-à-dire ([u'ilser^ équîvalent à2m\ Or, nous 
connaiàsonç la hstuteur OE de ce rectangle. *I1 suffira donc, 

pour obtenir le point F, de prendre OT égale à 2^. 

>liOBLËMK. XV)1I. . 

hr «B pohl 0, sitoé dans un angle droK CÀB, meoer iroè tranversale 
. ttn^i VM k tftingle MAN soit équi? aient à tm'earré doimé m*. 

0u point donné 0, abaissons sur AB là perpendicolaire Fig. 16^ 
OE, et soit 0' le point où elle rencontre la bissectrice de 
Tangle droit. Joignons Iç piedN de la transversale cherchée 
avec le point OS par la transversale M'OTS. Il est clair que 

man_ma_o;b ae 

MAN MA'^ÛB'^OE' 

et, tonsécpicmment, que M 'AN=in»-. ~ . 

Donc , po¥r obtenir le point N et par suite la transver- 
sale MN| il suffira de mener, par le point 0', nitué ^r l^ 
bissectrice, la transversale M^O'N qui détermine «n. triangle 
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équivaleiii à m», gg. Le iwoblème proposé est donc rameué 
à celui qui précède. 

PROBLIÈMB XIX. 

far au point 0, liliv dans le f\aa d'utf ungle quelconque GAB', mener Dot 
transvtnnle MN telle, que le trinjifle MAIS ml étiuivaleal S un cane 
donné m'. 

fa, 162. Après avoir mené OE parallèle a AC, élevous AC, EO' 
perpeiidictibircs à âB, et coupons ces droites par MM ',00' 
parallèles II AB. Les trois pôkiu M', N, 0' sero'ut eti 1^ 
l droite, et les triangles M'AN, MAN seront équivalents. H 

l' suffira doue, pour obtenir le point N et par suite la transver- 

sale MN, de mener par le point 0', situé dans l'angle droit 
' C'AB, la transversale M'O'N telle, que le triangle M'AS 

' soit équivaleut au carré donaé m». C'est le problème ijue 

nous venons de résondre. 

Remarque. Les solution^ des deux deroiers problèmes 
sont fondées sur le-.pnneipe de ta dêfomation des figures, 
principe dont On fait un fréquent usage dans la Géométrie 
"'■ • ' supériéuH. 

PROBLÈME XX. 

Par un point 0, silné danS'Ie plai d'un angle GAB, mener une transversale 
HN telle, que le recCangle des legnieiits AN, AN déterminés -par celte droite 
sur les cotés de l'angle , soil éipiivalent à un e-arré donné, m*. 

FiG. 163. Si l'angle* donné est droit, le rei;tangle construit su»- AM 
etAWseradoubledu triangle MAN; de telle^sorteque cehii- 
ci s«ra équivalent à la moitié dn carré'donné. 
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• • • * 

Si Fangle A est ai^ ou o))tus« abaissons MP^ perpendi- 
culaire à àB ; nous aurons 

MAN=i AN. MP=i AN. AM. Si=i«^ g; 

c*est-à-dire qae le triangle MAPî sera au carré. m% dans un 

rapport connu.' 

Dans les deux cas, le problèiçe est ramené à celui qvd 
précède. 

PftOBLËNEXXI. 

l^ir m peint 0, silnâ (bns le plan d'nn angle CAB, mener nne transversale 
IN t^) qae le reciSngte des segments de cette droite, Interceptés entre 
le point dtané et les côtés de Tringle, soit équivalent à On carré donné 

Après avoir mené OD parallèle à'AB*, prenons, sur cette Fig. Ifr 
parallèle, une distance OE troisième proportionnelle à Olf 
et m. Nous aurons DO.OF=m«==OM. ON. Les points M, 
N, D, F appartiennent doni à une même circonféretice. Cou- 
séquerameùt, pour obtenir le point N, il suffira de décrire 
sur OF up arc capable de Tângle ONF=MDO=A- 

Remarque. brdiuairemefiC » le problème admettra deux 
solutions. 

PROBLÈME XXn. 

• . • • • 

loserire^dmis un jangle donné CiB, une* droite IVN de longueur donoée 1^ 
de manière que le triangle résultant soif équivalent à un carré donné m*. « 

Soit MPla -liauteur du** triangle cl\erché > nous aurons Fig. 16i 
AN. MP= 2m*. D'un autre côté, 

MnLâm VâN— 2 AN. AP, 

ou /•=ÂmVâN— 2AN.AP. 
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Pour «iraplittef cette équation, et pour introduire lerec- 
LiHgle des deux côtés dicrchés AM, AN, abaissons à'm 
point (piclionque D de AC, i)E perpendiculaire lur A.\, 
Noua aurous, en appelant;/, q, r les dciix calés de l'angle 
droit et l'typotéiiusi! du triangle ainsi formé, AP=^AM. 
UP^s^AM. L'équation précédente devient alors, 
|t=ÂiâH-ÂN— 2?AN.AM,-ou, à cause de ^AM.AN=2m': 

/*=ÂM+ÂN— 4jm'. 
Dans le second membre , ajoutons et reiranchons 
?AM.AN^=4-m'; il nous nendra 

i^ AMh- AN)' — 4 ^^ W ; 



(AM4-AN)'=^^-4Ï±^m^ 

Nous laj&Âi donc qu'lndépendattiment du relintii^e iit 
deui cdt/s AM,' AU, nous çonoaissoDS la somme de eti 
iraltes.' Lé problème est donc ramené h tui -problème 
cpnnu. 

Remarques. 1° Quand-oa veut décomposer une somme 
donnée en deux facteurs doAt le prodiftt soit doimé^ d faut 
que le carré de la somme tie soit pas inférieur ï qvatre bit 
. te prodtiit donné. 

ConséipHmaient, |a condition da possibilité ds- |R-»bllnie 
sera 



if ijtÈf apports f, i,^, sont, cpmme 6n ftait, iéiifnég 

sous les noms de sinus, cosinus et tangente de Faiigle A« 
En employant ces dénominations, nous aurons, ao fieu des 
relations précédente»! 

AM.AN=-JJJm^,(AM-^AN)»=^+4m«cot. '- A, 

•* • • ' * . 

9* Lorsque f sera égale à 4ffi*tg. ^k, la droite { sert la 

I^BS petite posf ibW. En même temps ^ le triangle liAN 
sera isoscèle; et la Valêiir oommune des deux cô|és AM| 

AffMTft 



l • 


• 

• 


Ssin.^A' 


• 


1 

• 


nuittLËHB xxiii. 



' CdittMrettir triangle /e^ifllMnt sel Ml h«^ 

DéftisnQiis par a^h^ c, les trois côtés, et par a', h\^ 6\ 
1m tr^& hauteurs/ Nous aurons aa,[^^ W^^^^=^\ d'où 

o • 6 . c 



7î7\"» • 



Cette proportion continue indique que le triangle cher- 
clié est semblable à celui dont les côtés seraiept : b^,a^ 
etune quatrième proportionnelle àc^ «', t'*Si Ton con- 
struit ce dernier triangle, il sera bien facile ensuite d'obte- 
nir le triangle chercié, en observant que, dans deux (riaâgles 
semblables, les hauteurs correspondantes aux côtés homo- 
logues,* sont des droites homologues. • 

Ranarque. Le problème sera possible, quand on pourra 
construire le triangle auxiliaire. Admettons que Ton ait 
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■a^b'^c' , d'où o'<7r. Alors, la coDcTiUon de possihi- 

lité sera ^< û'-t-fc'. 

»' ' . ■ . 

PROBLÈME XXIV. ' 

Construire itn (riangle i^atmaissuul dcax hauteurs cl le rayon 
du MKle inscrit. 

Soient a', fr' les deux hauteurs-données, a, ft lesdeui 
Cfttés inconnus correspondants, c le iroisième côié, et rie 
Fayon du cercle inscrit. 

L'aice du triangle ept représentée par chacune des trois 
cxpressfons : '^aa', '- bb', !l(a-i-6+e)r: donc 

On YoU,^ céttfe pfpportiû\icpiiij^» «pHi'l«.triaiif^e 

cherché est semblable à celui dont deux côtés et le péri- 
mètre seraient 6', a'; et la.quatrième'proporlionnclle à r, 
a', h'. Le problème peut donc être regardécpmmé résplu. 

PROBLÈME \XV. 

Geulrnirc m Irianglg, eonnaisiant la'^aattnr (( abaissée inr le cAlé in- 
connu a,'I»ny(«r du'ccrcle inscrit, elle rayon izdntercle ei-insi;ril, 
tsqgent au cAléa. . - 

^En raisonnant comme dans le problème précédent, on 
aura d!abordaa'=(aH~6+c)'r=(6+c— «)«, c étant le 
troisième côté. • 

On déduit, de ces deux égafités. 



/ / 
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puis^de ces deux dernières, par la soustraction.. 
2=:^-^'; ou bien ^=Ul-'-]. 

Cette équation de condition entre a', r et a, nous ap 
prend que : 

Bans tout triangle, V inverse de chacune des hauteurs. est 
égal à la demi-différence entre V inverse du rayon du cercle 
inscrit, et V inverse du rayon du cercle ex-inscrit j opposé à 
cette hauteur . 

Conséquemment aussi : Tous les triangles dans lesqueli 
les rayons du cercle inscrit et de Vun des cercles ex-inBcrits 
sont constants 9 ont même hauteur. 

En revenant au problème proposé, nous voyons qu'il 
sera indéterminé ou imposable, selon que les données satis- 
feront ou ne satisferont pas à la relation ^=5fî— îj. 

PROBLËMB XXVI. 

CoBstrnire on triangler, coooaissaot la haatear a abaissée sur le côté in- 
connu a, ainsi que les rayons ^, 7 des cercles ex-inscrits tan^^ents au 
côtés b, c. 

Nous aurons , par les expressions connues de l'aire du 
triangle : « 

aa'={a+c--b)^=(a+b^c)y; 

puis, par un calcul semblable au précédent : 

0+c— t=j, a+t— c=— , 2=-+i; 

et enfin, . i'=lS"+^y- 

Ainsi, dans tout triangle, ïimerse de chacune des fcau- 
teurs est égal à la demi-somme des inverses des rayons des 
cercles ex-inscrits^ adjacents à cette hauteur j etc. 

8 
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PROBLÈME XXVII. 

Cuuitinirt un Ifiangle, (uniiiiisuiil In rayoM *,&,yiH trois nmh 
r\-i[i>rrils. 

Nous auruiis, comme précédemment, 

«(È+c— fl) = j3(c+ B— 6) =y («-!-& ^ c) ; 

,, . W-c — a c-^-a — b o-t-fc— c 

On dédnil de celle proportion continue : 

a b __ c 

7 ^ 

Ainsi, le iriaiigle cbçrché est semblable à celui qui lU- 

rail pour côlés a-^— , 5+— , x+B. 
T 7 

Si l'on construit ce triangte, et que l'on décrive les trois 
.cercles qui le touchent exiérieurement, il suffira, pour 
âVoir le U-îangle cherché, de mener des parallèles -aux c&tés 
du triangle auxiliaire, à des distances des trois ceatret 
respectivement égales à «, J3, y. 

PROBLËNB XXVllI. 

. Cnaslrnire un triaRgle, «onnaiiunt le nym r <tn «rclc inscrfl', et lu njw 
B, ^ de deu. des (rois circles ex-inserils. 

Ce problème se résout aussi facilement que le préc4dBilt, 
et par les mêmes considérations. 
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PROBLÈME mX. 

Contraire wi triangle ABC, connaissanl hi base BG , Faagle op|^ A, 

et le rapport dei deux derniers eèlés. 

Le sommet A appartient à Tare capable de TangledoQué, F|«, 16fl 
décrit sur la base BG. 

Supposons menée la bissectrice ÂEID : elle passera m 
iDilieii D de l'are BPC; de plus, elle doit diviser la base 
BG en deux segments BE, EC, proportionnels aux deux 
côtés AB, AC. Il est donc bien ifacile d'obtenir les points 
D, E, de cette bissectrice; et, cette droite étant tracée, 
son intersection avec Tare BAC sera le sonunet A. 

PRQBl^ÉMfi XXX. 

hscrire, dans- un angle donné GAB, un triangle MNP semblable à un triangle 
donné DEF, et ayant un sommet donné P. 
> 
Décrivons spr DF, homologue du côté inconnu MP, un Fig. 16*3 
arc capable de Tangle connu CAP. Décrivons de mêngiej s\ff 
EF, un àrc. caj^able de l'angle BAP. Ces deux arcs,, qui se 
coupent en F, se couperont en un second point 0. Menons 
Oi), Q^f Off Prenons, ^ur les côtés dfi Tî^ngle donnée des • 
distance^ AUs A^^ détarp^inées par les proportions . 

OF OD OF^GB 

AP AM' AP^*"AN • 

les points Mf N seront lés deux sommets cherchés. 
ÛD justifie gisement cette construction. 



,i- 
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PROBLÈME XXXI. 

A nii Iriangle ABC inscrire un Iriangle DEP semblable à dq Irianfle donor 
HSP, tl qui ail I'qd de ses soumels silué eD D iur le colê AB, 

fte. 1B8. Sur le côté MN, boraologue du cfité inconnu DE, décri- 
vons un arc capable de l'angle B. De même, décrivons sur 
IHP un arc capable de l'angle A. Menons ensuite, par le 
point M, une droite A'B' telle, que l'on ail «5^^155 ■ f^ 
problème auxiliaire ne présente aucune difficulté. 
Cela posé, si nous menons A'P et B'N, nous formerons 
im triangle A'B 'C, qui sera semblable au triangle ABC; car 
ces deux triangles ont, par constiliction, deux angles égauï 
chacun k chacun. Il suffira donc, pour achever la construc- 
tion, de faire les angles ADF, BDE respectivement égaui 
à A'ftlP, ii'MN : on obtiendra ainsi les sommets F, E. 

PROBLBMB XXXII. 

TromçT ïnr an arc AB dn point C-Iel , que le rectangle de su diiUseei 
101 extrémités de l'ire soit équivalent' à do carré dooné ;>*. 

F». 169. Si Ton mène le diamètre CD, et qu'on abaisse CE per- 
pendicalaire à AB, on dura, d'après un théorème connu, 
. AC. CB=CD. CE; et, par suite, CD.CE=p'. On tire, de 
cette dernière égalité, CE=^. La distance du point C i 
la corde AB étant connue , le problème peut être regardé 
comme résolu. 
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PROBLÈME XXXIII. 

Décrire une eireonférenee qoi passe par deux points doDDé» A, B, 
'et qoi toQcbe une droite donnée CD. 

Soit le centre de la circonférence demandée, et soit E Fia. 17( 
le point de contact de cette circonférence avec la droite 
CD. Menons AB, et prolongeons cette droite jusqu'à sa ren- 
contre avec CD en C. La tangente CE est moyenne propor- 
tionnelle entire CB et C A ; donc il sera facile de déterminer 
le point E. Ce point étant connu, on obtiendra le centre par 
rintersection de QE perpendiculaire à CD, avec OF perpen- 
diculaire au milieu de AB. 

Reiriarque. Le problème adpiet ordinairement deux so- 
lutions. Pour qu'il soit possible, il faut que les deux points 
A, B soient situés d'un même côté de CD. 

PROBLÈME XXXIV. 

Aéerire une circonférence qni passe par deux points donné» A, B, 
et qui tonehe une circonférence donnée L 

Soit E le point de contact de la circonférence demandée Fig. 171 

9 

avec la circonférence donnée L Menons la droite AB , et 
soit F le point où elle rencontre la tangente commune EF. 
Si nous menons par ce point une sécante quelconque FDC, 
nous aurons • 



FE=FA.FB=FD.FC: 

les quatre points A, B,C, D appartiennent donc à une même 
circonférence. Ainsi, pour résoudre le problème, il faut : 
décrire une circonférence quelconque passant par les points 
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A, B, et coupant la circonférence donnée ; tirer les cordes 
AB, CD, et les prolonger jusqu'à leur rencontre en F; 
enfin, mener par ce point des tangentes FE, FE' à la cir- 
conférence donnée. Les points E.E', où celle circonférence 
louche les deux cercles cherchés, étant connus, le problème 
^ l'achève comme celui qui précède. 

NPROBLÈilKS XXW. 
Décrire udc circoiirerence pi pm finr un poiiil donné A, et gui loutb: 
ileiix droites donnces M>', PC. 

?iG. 172, Que les droites MN, l'Q se coupent ou qu'elles soient 
parallèles, nous pourrons facilement construire leur an 
de sijmétrie CD,' axe qui sera aussi celui de toute la figure. 

^^^ Si donc nous abaissons AE perpendiculaire k CD, et que 

B^B KlfB prolongions celte droite î'mie. longueur égala EA'. 

^^^^ le point A' sera un second point de la circonférence de- 
mandée. 11 suffira donc de fhire pasMr par les deux points 
A, A' une circonférence qui touche la droite PQ : c'est un 
problème que nous savons résoudre. 

PROBLBMB XXXVI, 

DâtHn.anceiKonféreneeOqui fum |)ar no point doDoéA,, et qui toudtt 
deui: eirconCéreDces données B , t. 

fier:' 17ô. Soient D, E les points de contact inconnus. Menons II 

' corde ED, et prolougeons-la jusqu'à sa rencontre en F avec 

la ligne des centres. 11 est facile de voir que, les deux cir- 

^^ fionféreuces B, se touchant extérieurement en" E, ce 

' point de contact E est un ceutre de similitude interne. De 
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mém€» les circonférencestO, C ont pour centre de similitude 
interné le point D. Donc (Théorème YII), F est le centre 
d€ gimilitude externe des deux circonférences données. 

Il résulte de là que si nous prolongeons FDE jusqu'à sa 
rencontre en L avec la circonférence B, les points D, L se- 
ront homologues dans les deux circonférences données , et 
qu'en appelant H, HVK, K' les points de rencontre de BC 
avec ces deux lignes, nous aurons, 

FL FH 

PO FK" 

D'aiUeurs, FH.PH'=FL.FE; 
dôQc, en multipliant membre à membre, 

FH'.FK'=FD.FE. / 

Cette relation nous apprend que les guatre points fl', 
V, D, E sont sur une même' circonférence. 

Soit maintenant 6 le point inconnu où la drpite AF ren- 
contre le cercle cherché 0, nous jurons 

FD. FE=FA. FG; 
d*où, à cause de l'égalité précédente, 

FH'.FK'=FA.FG. 

Ainsi» Ie$ quatre points A, H^ K^ G sont situés sur une 
même circonférence. 

Conitruction* Après avoir mené la ligne des centres 
BG et avoir construit le centre de similitude F> on 'mener 
ÀF. Par les trois points 4» HS E^ on fait passer une ciK 
conférence, laquelle coupe AF en un point G. Il ne s'agit 
plus ensuite que de faire passer , par les, deux points A» G, 
une circonférence qui toucbe Tun des deux cercles doa** . 
nés : elle touchera en môm^ temps Tautre, et satisfera à la 
question. , . 

Remarque. P^r les points A et G, on peut faire passer 



t 
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deux circonférences tangentes au cercle B. En même temps, 
l'on peut remplacer le ceulre de similitude externe F par 
le centre de similitude interne. Donc le problème admet, 
généralement, quatre solutions. 

I PROBLÈME XXWII. 

OccrJre une rircoorêrenfe qui passe par un point donnr A, el qui louche 
une droilc donnée BC tl une ch'UDntmnce donnée I. 

k Soit E le point inconnu où la circonférence cherchée 
touche la droite BC, et soit D le point de contact des deui 
circonférences. Menons 01 qui passe par ce point D; joi- 
gnons M centre inconnu au point E ; menons par le centre 
domié I la droite FIKH perpendiculaire à BC; enfin tirons 
les cordes ED, FD, DK. 

Le rayon OE, perpendiculaire à la tangente BC, sera pa- 
rallèle à IF; donc les angles EOD,FID sont égaux comme 
alternes internes , et les deux triangles isoscèles EOD, FID 
sont semblables. Par suite , les points E, D,' F sont sur 
une même ligne droite. Il résulte de là que l'angle EDK 
est droit, parce qu'il est supplémentaire de l'angle FDK, 
inscrit dans un demi-cercle. 

Le quadrilatère EDKH a deux angles opposés ârdits; 
donc la circonférence décrite sur -EK comme diamètre pas- 
serait' par les sommets D, H. Nous a'urons donc 
FD.FE=FK.FH. 

Soit maintenant G le point od U droite connue AF ren- 
contre la circonf^ence cherchée ; nous aurons aussi - 
FA.FG=FD.FE. 

La comparaison de ces deux égalités donne 
FA.FG=FK.FH. 



/ f 
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Ainsi, les quatre points A, G, K, H sont situés sur une 
même circonférence. 

On construira donc aisément le point Q, après quoi il 
ne s'agira plus que de faire passer, par les points A, G, 
une circonférence tangente à la droite BG. 

Remarque^ Le problème admet, en général , quatre so- 
lutions. 

PROBLÊMB XXXVIII. 

Décrire une circonférenee qui touche deux droites données AB, AG, 

^et une cireonférence donnée I. 

Soient N, P, Ries points de contact de la circonférence Fig. 17E 
avec les deux droites données et la circonférence I; me- 
nons ON, OP, OR; du point 0, décrivons une circonfé- 
rence qui passe parle centre I de la circonférence donnée ; 
elle coupera les prolongements des droites ON, OP en des 
points M, Q tels, que MN=PQ=IR. Conséquemment, 
si Ton mène aux droites données AB, AG, d.es parallèles 
A'B', A 'G' qui en soient distantes d'une quantité égale ati 
rayon IR de la circonférence donnée, ces parallèles seront 
tangentes à la circonférence 01. 

Le problème se réduit donc à trouver le centre d'une 
circonférence passant en un point donné I, et tangente à 
deux droites données A'B', A/C. 

Remarque. Le problème admet, ordinairement, deux 
solutions. 
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PROBLBMB XXXIX. 

I Dé<rln une tinnafcrencf lançenlc h unt- droite dnnnêt PQ 

I el 1 dtax eiKonf«rencf9 doonces A!*!, BH. 

n peut arriver plusieurs cas ■ \" h circonférence cher- 
chée peut toucher estérieoreincnt les deux circonférences 
données ; 2" elle peut les loucher intérieurement ; 3" elle 
peut toucher l'une d'elles intérieurement et l'autre exlé- 
rieuremeul. Ce qui fait, en tout, quatre solutions. 

FlG. 170. Soit le centre de la circonférence qui touche la droite 
PQ et qui est tangente extérieurement aux deux circonfé- 
rences données. Décrivons, du point comme centre, une 
circonférence passant par le centre A de la plus petite des 
deux circonférences données : elle touchera la circonférence 
décrite du point B comme centre avec un rayon BK égal i 

■ la différence des rayons des circonférences données ; elle 

touchera aussi la droite P'Q' menée parallèlement il PQ, i 
une distance de cette droite égala au rayon AN de la pliu 
petite circonférence. La question est donc ramenée au pro- 
bl4me XXXVII. 

Remarque. La droite P'Q' fournira deux des solutioni 
du problème. Pour avoir les deux autres, il faudra pren- 
dre la droite P''Q'', symétrique de P'Q' relativement à.Ia 
droite dounée PQ. 

) ' 

PR0BL6MB XL. 

Décrire ase cffcanFérence langeote à trois circonfércncei données A, B, C. 

Fifi: 177. Première solution. SoitO le centre de la circonférence 
demandée, et soient M, N, P les points de contact inconnus. 
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Menons OAt OB, OC, et décrivons^ du point comme cen^ 
Ui, une circonférence qui passe par le centre B du plui 
petit des tr-ois cercles donnés» ^t qui coupe les droites 
OÂ, OC aux points H» K ; elle sera t^ngeute aux cercles 
qui seraient décrits des points A et G comme centres» avec 
AH et CK pour rayons. Le problème est donc xamené à 
cehii-ci : décrire une circonférence OB qui passe par, un 
point donné B, et qui touche deux circonférences données 
âH, GK. Ce dernier a été'ré&olu ci-dessus : il admet qjiatre 
solutions* 

En remplaçant les cercles ÂH , GK par deux cercles 
ayant pour rayons, respectivemeht , AM+BP, GN+BP, on 
obtiendra led quatre autres circonférences qui satisfont à la 
(|uestion. 

Seconde solution. L'élégante solution qu'on va lii:e est 
due en partie à Bôbillicr, en partie à M. Gergonne : elle est 
extraite, presque textuellement, de la Géométrie du premier 
de ces deux savants professeurs. 

Les circonférences données peuvent être touchées toutes 
troîs extéirieuremenl ou toutes trois intérieurement; cba« 
cune peut être touchée extérieurement et les deux autres 
intérieurement» ou, bien intérieurement et les deux autres 
extérieurement* 

Deux circonférences, qui déterminent sUr chacune des 
trois oirconférenees données ^ un contact extérieur et un 
contact intérieur» sont appelées circonférences conjuguîks. 

Considérons les deux circonférences conjuguées ako ^FiG^ili 
a'h'o^ qfà totf chant les circonférences données» Tune exté** 
rieurement ei Tautre intérieurement. Le point de contact a' 
ost le centre d^ similitude directe de a'b^c\ aa'n"; le point 
a e»t le centre de similitude inversn de abCf fiK»^«f% jiôw U 
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droite aa' doit passer par le centre de similitude inverse de 
abc, a'b'c'. Il en est demâniepourftfi'et pourw'. Donc ces 
trois droites concourent en un poiiito, qui est ce centre de 
similitude. Donc si l'on prolonge aa' en s, ei ce' eu f, les 
droites os et oâ, ot et oii seront des droites homologues ; d'où 
j^^^;ouo*xoc'=oa'xo(,Ona aussi ocXol^oiXon; 
donc ocXoc'=oaX("i'=oi'X''6'. Le point o est donc lî 
centre radical des trois circonférences données. 

Là droite ab, passant par le centre de similitude inverse 
de abc , aa'a", et par le centre de similitude inverse de abc, 
bb'b", doit contenir le centre de similitude directe de aa'a", 
bb'b". Il en est de même pour a'b'. Donc m est ce centre 
de similitude . De même, m' est le centre de similitude directe 
de WV,cc'i<f \ enfin m" est le centre deaa'a", cc'c". Donc 
rnm'm" est l'axe de similitude directe des trois circonié- 
rences données. 

On a trouvé plus haut (ioXort';^ocXoc'; donc les quatre 
poiuts a, a', c, o' sont situés sur une même circonférence; 
donc m"ax»M"c=m"o'XniV. Ainsi, le point m'appartient 
à l'axe radical des deux circonférences cherchées. On prou- 
verait de la même manière tpie les points m' e%m appartien- 
nent k cet axe; d'où l'on conclut que rnm'm", axe de simi- 
litude directe des trois circonférences données, est ea même 
temps l'axe radical des deux circonférences conjuguées. 

Puisqu'il en est ainsi, les tangentes en a et a' doivent se 
couper en un point ~x situé sur cette droite ; et il en est de 
même pour les tangentes en b et b', et pour les tangentes 
en c et c'. 

La polaire du point x est aa' ; donc le pôle p de rnm'm' 
doitseirouversnr aa'. Donc ks pôles del'axeiesirmlitiide 
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directe des trois circonférences données^ par rapport à cha- 
cune d'elles, sont placés respectivemetU sur les trois cordes 
de contact aa%J)b', ce'. 

De là , cette construction ;^ 1® tracez l'axe de similitude 
des trois circonférences A, B, €; 2® cherchez les pôles de 
cet axe par rapport à chaque circonférence : 3® joignez ces 
fêles p, p% p" au centre radical o. 

En remplaçant Taxe de similitude directe par chacun des 
trois axes de similitude inverse, on obtient les trois autres 
couples de circonférences conjuguées. 

• 

PROBLÈME XLI. 

tèenre une circonférence passant par deux points donnes A, B, et iqter- 
eeptant sur un cercle' donné G an arc dont la corde DE ait une lonpeor 
donnée L. - 

Soit I le point inconnu où la droite AB rencontre la corde Fig, 17( 
DE. Imaginons) par ce point, une transversale quelconque 
IFG. Nous aurons 1A.1B=1D. IE=1F.1G. Les quatre points 
A, B, F, G; appartiennent donc à une même circonférence. 
Et comme Iç point F a été pris arbitrairement, il résulte de 
ce qui prîScède que si, par les points A, B, on fait passer 
une cireonférence quelconque, maià qui rencontre la Cir- 
conférence G, la corde commune passera par le point I. Ge 
point étant obtenu, il suffira de mener la transversale IDE, 
de manière que la partie DE dé cette droite, comprise dans 
le cercle C/ait'um longueur donnée L. (Probl. XXXIII, 

liv. n.) ' 
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PROBLËMB XLli. 

nktitr Qoe eircDorérence I, qui passe par Atax [loiols donnés A, B, 
d qui eoupe, suivnnl ud diamfln , ane circonlérence donnée 0. 

Ce problème peut être regwdé comme un cas par(tcul!«f 
de celui qui précède. On peut aussi le résoudre directemeoi 
commt il suit. 
180. ^' l'on joint le poiat A au centre. de )a eirconférenu 
donnée, et qu'on prolonge AO jusqu'à sa reocoiiire en E 
avec la circonférenœ I, on aura 0E-OA = OC.OD. On 
pourra donc, en fais;int passer une circonférence par le 
point A et pjr les extrémités d'un diamètre quelconque 
CD', connaître le point E: et l'on n'aura plus qu'ià faire 
passer une circonférence par les points A, B, E. 



PROBLËMR XLln. 

Ptr dcni pofnU tlonnù A , B, lairt pat^ une dnwftnpH telle , qiK li 
(angeale CT- menée à e«|le ciftonféreuee pu qn |ni|iièiiit point itfnui fl, 
lit une longueur donnée L. 

FiG- 181 ■ Menons U droite AC, et soit D. le point inconDU ot eQe 
re'pcontre la circonférence^ Nous Aurons -^=^; donc ÀD 
estune troisième proportionnelle aux longueurs coptittesAG 
ei.J^T ou L. On peut donc détermiaer la position da point 
D ; après quoi l'on n'aura plus qu'à faire passer une circpn- 
férence par les points B, G, D. 
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PROBLÈME XLIV. 

Par QD point A , extérieur à un cercle , mener une droile ABC qui soit 
partagée en moyenne et extrême raison par la circonférence. 

!• Supposons d'abord que la corde BC soit le plus grand Fig. 182 
des deux segments de la droitaABG, de manière que 

CB=AC.AB. 
3iaous loenoDs la tangenle AD|, nous aurons 

ÂD=AC.AB. 

On déduit, de ces deux égalités, BC=AD. 

Le problème revient donc à mener par le point A tme 
léeantê telle » que la partie BG de cette droite , comprise 
dans la drconférence, 8oit égale à une droite donaée AD* 
0» sait résoudre cette question. (Probl. ]^XXIII, liv; II.) 

Pour que le problème soit possible , il faut que AD ne 
surpasse paa le diamètre du cercle. Cette condition ^qui* 

vaut à 0A-— 0D<40D; d'où, en désignant par R le rayon 
du. cercle et par d la distance OA : 

d<R|/S. 
2^ Admettons que le segment extérieur AB soit moyen 
proportionnel entre la sécante entière AG et le segment in- 
térieur BC ; nous aurons 

ÂB=AC.BC; 
et, en menant encore la tangente AD, > 

âd'^ag.ab. 

é 

La première égalité équivaut h la proportion 

AC AB 

ÂB'*=iîrrA5- 
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Multiplions tous les termes par A£, et remplaçons ÂC.À 
par AD ; nous aurons 



Cette nouvelle proportion démontre que le carré construil 
sur AB est moyen proportionnel entre le carré construit sur 
la tangente AD et la différence des tarrés construits sut 
AD et sur AB; c'est-à-dire que, pour obtenir AB, il[aiil 
partager en inoyenne et extrême raison le carré cmisfniil 
jMr la tangente, et chercher la moyentte proportionnelle 
entre les deux dimensions du plus grand des deux seg- 
ments. 

On peut simplifier cette construction en observant (jue 
si AFD est uu triangle rectangle , et que FE soit la perpen- 
diculaire abaissée sur l'bypoténuse , du sommet de Tangle 
droit, les carres des côtiis de l'angle droit et le carré de 
l'hypoténuse seront entre eux comme AE, DE et AD. Si 
doHc l'hypoténuse est partagée en moyenne et extrême 
raison au pomt E, nous aurons 



Cette proportion, comparée à celle qui précède, aous 
apprend que J^=AF. 

Pour que le problème soit possible , il faut que ÂB ou 
AF ne soit pas moindre que AJ=AO — OD=d — R. Maïs 

ÂF=^=l±i:5)=(d.-R-)(:±t!£ïj. La condiliop 
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« 

cherchée est donc (#— R»)=l±j£ï^(d_R)«^ ou 

^ ■ 

d'oà enfin * d-<R(34*Kl»)- 



PROBLfiHB XLV/ 

hierire, à une eiréonférenee donnée 0, an triangle isoseèle ABC, 
connaissant la somme a de sa base et de sa hauteur» 

f ■ 

Prenons sur le diamètre CI, à'partir du point C, la4is- p^^^ |gj 
tance CE égale à a. Prenons ensuite , sur la tangente CT, 

CF égale à |. Si nous menons EF, cette droite rencontrera 

généralement la circonférence en deux point» B» B^ som- 
mets de deux triangles CAB,*C'À1B\ qui satisferont à la 
qttestion. 

11 résulte, en effet, de cette constmaion, que ÂB==DE; 
doncAB+CD:;=CE=fl. 

Remarque. Pour quç le problème soit possible , il faut 
que le pied P de la perpendiculaire abaissée du centre sur. 

EF, ne soit pas extéricfUr au cercle.; Or, OP=GF.gP, ou 

0P=--^ , R étant le rayon. La condition de possibilité 

est4onc-p^<R, 

ou a<R{lH-j/5). 



9 



THKOnÈMBS r.T TROBLÈMBft . 



, PROBLEME XLVl. 

I A un cercle dooné 0, mm» ud iriifiit ABCD ayani une buteur iloniiie i. 

fl t'(|uivu!aut û un tm-i flohiié m'. 

FiG. 184. Menons le diamètre OEP perpendiculaire aux deux bases, 
et le rayon OHL perpendiculaire au eiUé BC du trapèze : 
le point H sera la milieu de ce côté. Joignons ce poiiil 
au milieu G du côté opposé, par la droite HMG. Enfin, 
menons LN parallèle ii GH, et CP perpendiculaire à celle 
' droite. 

Le trapèze a pour mesure GÎI. EF ; donc la longueur de 
OH peut être regardée comme connue : appelons-la a. 
L,3 question ae réduit évidemment à déterminer le milieu 
L Li âe l'ua BU> du la longueur de LIV. 

Or, les deux triangles LNO, iIMO sont semblables! 
ë«HcMH=OH.tJ.* 

De même, les deux triangles LNO, GPH'sont semblables, 
et donnent" CP=CH. g. 
Élevwt au ca.tté, et ajoutant, on obtient 

pmVGP=0"C.'(gy; ■ ■ 

d'où FH=LN. 
■ Ainsi, la droite cherchée LN est égale à l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle dont les côtés seraient ^'a et |ft. 
Cette droite est donc connue. 
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PROBLËNB Vnh 

Constmire un triangle ABC semblaMe à nq triangle donné INP, et Sont 
les sommets soient situés sur trois circonférences concentriqiies don- 
nées. 

• 

Si nous construisons un point Ltel, que ses distancer V^ Fia. 18S 
sommet» M^^ Nt P du Jtriangle donné soient çntre elle^ CQwnif 
les rayons des trois circonférences données, les deux (igurev 
ABCQ, MNPJ seront semblables. Il suffira donc, pour dé- 
terminer le triangle ABC, de tracer arbitrairement le rayon 
OA; et de mener lei rayQUS OB, OG, de maniera qu^ Im 
angles AQB, ÂOC soient.- fespectivement égau)( à MI^ et 
BIP. - ' 

Rmnarqnês. i^ On o|;)tient le point I par rintoraectiou 
de deux circonférences ; conséquemroent, le problème .pro»* 
posé admets en général , deuz solutiom . esa^tiellement 
diffirefUês. Ces deux solutidn» se réduisent à une seula, li 
les eiroonférenees qui déterminent le point I sont tangenlM 
Tune à l'autre. Enfla, le problème peut être impossible; 

2^ La cbnstrucfion ne change pas lorsque deux des cir- 
conféretices données deviennent égales entre elles, ou lofs* 
que les trois circonférences se réduisent à une seule. Dani 
ce dernier cas, le problème n'admet plus qu'une solutWfl, 
parce que le point I résulte de Tintersection d« deut 
droites. 
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r PROBLÈME XLTIU. 

I ' TrouTU', sur nue droile haavi: HN, uu {mini C tel, que ta lammt i)c wt 

I dislanm à <leo.\ poiols imatt A, B so)l égale à udc longueur dun- 

Dêe L. 

pB i86. Supposons la droite inconnue AG prolongée d'une quan- 
I tilé dD égale à CB : iious aurons AD = L; eu sorte que 

h point D fiera situé sur la circonférence DD', décrite du 
point A comme centre, avec L pour rayon. 
, Reinar(|uoiis maintenant qne si nous abaissons BGH pér- 

il pendiculaire à MN, et si nous prenons GH=^GB, les deuï 

obliques BC, HC seront égales entre elles ; d'où il résulte 
que le point cherché G est le centre de la circonférenee 
passant par les trois points B, II, D. De plus, les deui 
circonférences BDH, DD' se, touchent en D, car ce pointD 
est situé sur la ligue des centres. 
" On a vu précédemment (IVobi. XXXlV) commeat on dé- 
termiue une circonférence tangente à une circoDféreDC^ doa- 
née, et passant par deux points donnés. Conséquemmeiit, 
,on est conduit à la construction suivante. 

Du point donné A, comme centre, avec L pour rayon, on 
décrit la circonférence DD'. D'un point quelconque N de la 
droite dwmée Ml\, comme centre, on décrit une circonfé- 
leuce passant au' point donné B, et coupant la. première 
circonférence aux points E, F. On mène la corde EF, que 
l'on prolonge jusqu'à sa reucoittre en T avec BH perpen- 
diculaire à MN. On construit les points de contact 0, D' des 
tangentes menées du point T à la circonférence DD'. Les 
rayons AD, AD' fournissent, par leurs intersections avec 
HJ\, deux points C, €', qui satisfont à la questiou. 
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Discussion, t^ Lorsque le point H, symétrique du point 
B par rapport à la droite MN, est intérieur à la circonfé- 
rence DD% on peut, par ces deux points, faire passer deux 
circonférences qui touchent la première. Donc le problème 
admet deux solutions. -^ 

2° Si le point H est sur la circonférence DD', il se 
confond avec le point de contact D, et alors le problème 
n'admet phis qu'une solution. En même temps le point G,. 
qui se trouve alors en I, à Tintersection de AH avec MN, 
est le point de cette dernière droite pour lequel la somme 
des distances aux deux points donnée est un minimum. 
(Probl. I, liv. I.) 

3® Enfin, quand le point H est extérieur à MN, le pro- 
blème prbppsé est impossible. 

Remarque. On sait que le lieu des points tels, que la 
somme des distances de chacun d'eux à- deux points fixes 
Â et B, soit une constante L, est une ellipse ayant A et B 
fouvfoyerSf et dont le grand oj^e est égal à L. Conséquem- 
meut le problème que nous venons de résoudre peut être 
énoncé en ces termes : Construire Us points de rencontre 
d'une droite donnée et d'une ellipse non tracée^màs dont le 
grand axe et les foyers sont donnés. 

PROBIjËHE XLIX. 

Tromrer, snr ane droite donnée HN, an point C tel , qné la différence de. 
ses distances à deux points, donnés A , B soit égale à une longneor 
donnée L. 

L'analyse de ce problème est la même que celle du pro- 
blème précédent. Elle donne lieu à la construction indiquée 
dans la figure 187. 
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Remarque. On gait que le lieu des pointe lëls qae la 
différente des distances de chacun d'eux à deus pointi 
fixes A H B, Boit une couslante L, est uue hyiierhole ajatil 
A et Ë pour foyers et doiit l'axe irmsverse est égal à L. 
Corisétiuemmenl, le proldèrae que nous vejions de résoudre 
peut être ijnoucé eu ces termes : Construire les poinU df 
rencontre d'une droite doAiiée eid'une hyperbole non tracée, 
mai» dont l'axe tratuverse et les foyers sont, donnés. 



PROBLËMB L. 

iDiCrire, â un cercle donné 0, nti IrioD^k M\P, 'lonl li^ eùlét soient patairdei 
A Itais droites dontléeS AS, Ct), EF. 

?ic. 188. Pîi'" "" point quelconque G de M cireotiférciicè, itieiiDns 

I GH parallSIe àEF, et GI paî-àtièle à CD : l'angle HGl, 

Éant égal S l'angle clierché P, tes cordes interceptées îlî, 

rf MN, seront égales eniip elles. Il suffira donc, pour obtenir 

> MN, et, par suite , pour déterminer le triangle detoandé, 

âe résoudre la qiitJstion suivante : Inscrire â Jitte drcôtl- 

férenee donnée, me corde parallèle à unedr'oîle donnée él 

égale à V3ie autre droite donnée.' C'est là itll problètne 

très-pimple. 

Remarque. On trouve deiix triangles satisfaisant à l'é- 
noncé. Ces deux triangles sont symétriquement placés par 
ripperi au centre Oi 
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PROBLÈME Ll. 



• • 



Ihièrire, à ttii éêrelé doiitaé 0, mi triangle IDtP; <ldflt deitt eôM séieftt pé- 
riHèliii I délix droites donièés AB» GD^ el dont le trdîl^e eMé\^e 
p«r on pokit donné L. 

Si Voa cherche,' comme dans le problème pitéc^dejit, Fig. 189 
une corde Ifl égale au côté inconnu MN , on n^aura plus, 
pour déterminer le triangle MNP, qu'à appliquer la con- 
struction indiquée au problème XXXIII, livre II. 

Remarque. Le problème admet toujours, comme solu- 
tions, deux triangles symétriques relativement à.la.droite 01. 

PROBLÈME L1L 



ftttrlfe^ à on eerek dooliê , un triangle MNP dont deux. eAiéipaMeot JjÊt 
deux points doBués A, 3, et dont le troisième eôté soit parallèle i «ne 
droite donnée CD. . ' 



Ml 



t^ar le sommet inçojinu N, imaginons flÉ paraUèlë* iÀB, Fig. f 
etmenotis'^la corde ËM. ïoit F le point oit cette droite, 
prolongée s'il est nécesçaîre, rencontre k$. Si ce poiiit f 
était connu, le problème pourrait être regardé comnîé r^- 
sqIu , car l'angle ENM ét^ut égal à celui jdes droites ÀB, 
CD, ia cordp ÈM pourrait être déterminée de grandeur , et 
ensuite de position. ' ' . 

Pour trouver le point F, observons que les' àriglesiË,î? 
sont égaux comme alternes intejrnes, et que les ângles.Ë, P 
sont égaux comme inscrits dans le méipe segment ; dbnb 
les angles P, F sont égaux; donc les triangles PAB, 
MAF, qui ont un angle égal et un angle commun, sont 
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équiaiigles el semblables. Nous avons donc ■^b'^aI' 
ou AM. AP==AB. AF. Or. le rectangle AM. AP est con- 
stant ; de telle sorte, que si l'on mène une sécante quel- 
conque AGH, on aura encore AG. AH^^AB. AF. Dans 
cette égaillé, tout est connu, excepté AF. De plus, nous 
voyons que les qualre points G, H, B, P sont sur une 
môme circonférence. D sera donc bieu facile de construire 
le point F. 



PROBLBHE LUI. 

Inicrire, i un cercle dODnè, un triangle MNP, doul ki colés pasteDl 
par trois poials doDoês A, B, C, 

'k. 191, ïma^nons encore, comme dans le problème précédent, 



I 



NE parallèle à AB, puis la corde EMF qui rencontre AB 
en F. Nous pourrons, comme ci-dessus, construire le point 
F, après quoi il ne s'agira plus que d'inscrire doits le eerek 
un triangle EMN àont deux côtés passent par deux 
.points donné» C, T, 'et dont le troisième côté soit parallèle 
à une droite donnée AB : ce problème est précisément celui 
i^ai.itrécëde. . 

Remarque. Le problème que. nous venons de résoudre 
est CQDtu sous le nom de Problème de Caslillon. Résolu 
d'abord p»" et géomètre, il l'a été ensuite de différentes 
manières^ par Lagrange, par Giordano di OttaîanOr et par 
Halfatti. {"Voyez Nouvelles Annales de Math^natiques; t. Ill, 
page 463.) 
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PROBLËMB LIV. 

i 

Inscrire, à on cercle donné 0, un polygone <f6nt nn cMé passe par on point 
donné A, et dont tons les autres côtés soient respeetivenient parallèles i 

^dès dr(Htes données^ 

» 

n y a deux cas à distinguer, suivant ([ue le nombre n des 
côtés du polygone est impair ou pm. 

1^ n iippair. • 

Inscrivons dans la circonférence, à partir d'un point Fig. 192 
quelconque. M', une ligne brisée M'NT'Q'R'ST" dont les 
côtés soient, respectivement, parallèles aux directions don- 
nées. Nous obtiendrons ainsi un arc MIT' égal \ Tare 
inconim MIT/En effet, M1T'==MIT+ MM'— TT' ; et, à 
cause des couples de cordes parallèles, MM'=NN'=... 
= TT'. Par suite, la corde M'T' sera égale au côté inconnu 
MT/n ne s'agira donc plus que dlnscrire une corde MT, 
égide à ijne autre corde M'T', et dont la direction passe 
par' le point A^. C'est un problème que nous savons ré- 
soudre. (Probl. XXXni, liv. U.) 

2® h pair. 

Si nous effectuons la même construction, il en résultera. Fie. 19? 
à cause de MM'=SS', que M'S' sera parallèle au côté in- 
connu MS. Et comme ce côté doit passer par le point^omié 
Â, il est complètement déterminé. Le problème est donc 
résolu; 

« 

PROBLÈME LV. 

Inscrire, à un cercle donné 0, nn polygone MN?Q... dont les cUés passeil 
respectiyemen) {)ar des points donnés A, B, C... 

% 

Soient PQ, QR deux côtés consécutifs, lesquels doivent Fie. 19- 
passer respectivement par les points D, E. Joignons ces 
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deux points par une droite, et soit, comme dans le Pro- 
blème LU, PP' une parallèle k cette droite. Soit F le point 
de rencontre de DE ayec Ta corde VR. On Terra, comme 
dans le problfcme cité, (lue le point F peut aisépient éire 
délermiiifi. Par suite, la reclierclie du polygone MNPQR 
est remplacée par colle-dû -ptiljgone MNPP'H, dans le- 
qui4 le Biité PP' doit Èlre parallèle à une droite dsti- 
née et' dont les autres -côtés doivent passer par des polnls 
donnés. 

■ Serablablement, la recherche do ce dernier polygonl 
géra remplacée par telle d'un nouveau polygone ayant dm 
côtés parallèles à deux droites données et dont les autres 
Côtés passent par des points donni^s. 

Eji continuant de l.i sorte, on réduira la wlutioil dn pro^ 
blême qai nous occupe à celle du problème précédent. 



■ Problème lvi. 

Circonscrire, à un cercle doDoé 0, un iriaDglc M!fP dont les sommels 
soienl situés sur Irais droites données \, Y, Z. 

FiG. 195. Sbit DEF le iriangle inscrit qui aurait pour sonnueti 
les points de contact dp la circonférence avéc-les eôtis 
du tJ'iaugle circonscrit MNP. Il est clair que les' sominets 
du second triangle sont les pôles des côtés du pretnieFi 
Conséquemment, la droite X, qui passe par le point M, 
doit avoir son pôle A situé sur EF. De même, les pôles 
B; G des ■AebU autres droites doflnées soht situés sur FD, 
DE. Il faudfa donc, pour résoudre le problème proposé : 
Chercher les^ pôles A, B, G des droites donnée») con- 
struire 1« iriangte iascril DEP, dont les côtés, passent par 
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ceBHroU points (Probl. LIII); mener, {Tar les sonunets de 

ce triangle, des tangentes à la circonférence 0. 

Remarque. La solution que nous venoqs d'indiquer est 

une application. de la Théorie des polaires réciproques. 

* 

, PROBLÈHB LVII. 

■ 

Oh donne une eireonférence 6 et an point A de cett^ ligne. Par ee peifat on 
mène une sécante quelconque sur' laquelle on prend un point C tel , qui 
le reetangle de la séante entière et de sa partie extérieure soit égal à 
m carré donné m?» Quel est le lieu géométrique du point G t. 

... . , • • 

Si par le point G, on ïnëne au cercle donné la tanpnte Fig. 19C 

CM, on aura CM=AC.CB; donc CM=m. 

Dans le triangle rectangle OMG, on connaît le côté OM 
égal au rayon de la circonférence^ et le côté MG. égal à M ; 
on peut donc construire c^ triangle et connaître ainsi la 
distance OC du centre à uii point C quelçongùe du lîèu } 
par conséquent ce lieu est la circonférence décrite du point 
comnie centre, avec OG pour rayon. . 

PROBLÈME tVllt. 

• • • 

Étant donnél tpMre points A, B, C, D sUr une droite indéfinie ^ on deMMè 
quel est le lieu géométrique des points H tels, que les angles AHB, CMD 
soient égaux^entre eux. 

Les triangles âMB, GMD ont tin angle ëgâl i H^ oht âtmBi Fig. 191 
même hauteur ; donc 

AMB AM.BM AB 

CMD CM.DM CD* 



^ 
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Les deux triangles AMC, BMD donnent sembla blemenl, 

AMC AM.CM __ AC 

BMD BM.DM BD' 

Si l'on multiplie terme à terme , on obtient 



Soitpla moyenne proportionnelle entre AB et AC; soit 
q la moyemie proportionnelle entre CD et BD : la relalioD 

précédente deviendra ^=^, ou É^?. 
1- bm' 9" »" î 

Les distances AM, BM étant dans un rapport constant, 

le lieu demandé est une circonférence qui a son centre sur 

la droite donnée, et que l'on construira facilement. 



PROBLEME LIX. 

Pir on point fixe K, silué tar.nne circonférence doDDée 0, od mène nnt 
IransTersale ABN, snr laquelle on prend le point H, de manière que 
Afi>.A]ll=;m*. Qnel est le lieu des (widls HT 

!. . Menons le diamètre AOC ; abaissons, sur ce diamètre, 
la perpendiculaire MD ; enfin, mêlions la corde BC. 

Les deux triangles rectangles A£G, ÂDM sont sem- 
Wable&; doue ^=^. Cette proportion donne 

AC.AD=AB.AM=m»; 
■d'où AD==^. Ainsi le point D est fixe; et, par consé- 
'fDent, le lieu demandé est une droite EF, perpendiculaire 
ïAG. 
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PROBLÈME LX. 

Élant donnés une droite indéfinie MN, et on point C hors de cette droite , 
CD mène de ce point une droite quelconque CJB jusqu'à la rencontre (je HN, 
pais l'on divise CB eo deux parties GA, AB telles, qu'on ait CE . GA =m'. 
Quel est le lieu géométrique des points A? 

Abaissons CB' perpendiculaire à MN, et divisons cette Fig. 19fl 
droite au point A% de manière que GB'. GÂ'=m*; nous au- 

ronsCB.CA=CB'.C:A', ou ^,=g. 

Si donc nous menous AA', les deux triangles GBB' et 
GAA' seront semblables comme ayant nn angle égal com- 
pris entre côtés proportionnels ; par suite, ^l'angle CAÂ', 
égala GB'By sera droit; donc le lieu géométrique demandé 
est la circonférence décrite sur €A' comme diamètre. 

• 

PROBLÈME LXI. 

I^ar l'une des extrémités d'ui\ diamètre AB du cercle 0, on mène une trans- 
versale AU), sur laquelle on prend CD=mA€, m étant un nombre donné. 
On joint le point D au centre du cercle,' par la droite OD ; enfin on trace 
la corde BC , <pA rencontre CD, en M. Quel est le lieu du point I ? 

Du centré , abaissons OE perpendiculaire à AG : le f^j, 200 
point E sera le milieu de celte corde.- De plus, OE étant 
parallèle à BC, nous aurons 0D=(2m+l)0M; donc les 
lieux décrit^ par les points M, î) sont semblables , et ils 
ont, pour centre de similitude, le point 0. Or, pour 1a même 
raison, le lieu décrit par le pomt D est une circonférence 
qui touche en A la circonférence 0. Donc le lieu &u point 
M est pareillemeat une cireonférenee. 



f 

^ 
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Oïl pei],t remarquer (|ue cette ligne touche en D la t;ir- 
conférence donnée, et qu'elle coupe l&rajon AO en UQpoini 
G tel, que 0G=^~. 

PROBLËttE LXll. 

Quel fM \f lieu in poinli U!s, i]u« lu iliiri'rcnrr d» tmh di's dislanc» 
lit {'\mua d'ruv h iji^ux pniiitn ilannis A, II, suH iph i un f arrû dwc 
«i*î . 

M étant un point du lieu Llierclié, abaissons MP perpeu- 
diculaife îi la droite ijut joint les deux points, et menoUs 
MA, MB. Nuustiurons 

âm=âpVmp! bm"=^bF+mï^ 

donc AM— BM^^AP-BP=m'. 

Cette relation donne AP— PB— ^^: donc le point P est 
fixe ; donc le lieu demandé est iflieperpendiculaire à AB 
perpendiculaire dont ou peut aisément obtenir un point 
quelconque. 



PROBLEME LXIIl. 

filaql dtpn^ delx ptinli A , B, on deTnande 'de trouver \t liea dei ^ointi C 

salislaisinl à la relalidn mA,C+>iB€=: L*, dans laquelle m, n, L mi 
. dei nombru dopnéa et une longueur donnée. 

F^. 202> Partageons la distance AB en deux partie.s AD,' fiD (fu\ 
soient en raison- inverse des noiObres m, n; noue aurw 
(IfbéorèBie XXXVIII) : * 

^BD.IcV AD.BcL(0d!4- AD.BD) AB ( 
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OU, en remplaçant BD par ~^ AB, et AD par ^^ AB- : 



. mAG4-nPC=(m+n)CD+^AB. . 
La relation proposée devient donc - 

• ' . (m+n)GD+^ÂB=L-. 

Qdle-ci exprime que la distance Cfi est constante : ^ 
donc le lieu du pointC est une circonférence, , 

Remarque; Si m et n étaient des nombres entiers, on* 
pourrait supposer que m peints sont confondus en A et que 
n points 3bnt confondus en B. Alors le point D serait l0 
centre des moyennes distances de ces deux groupés de 
points ; et le problème proposé sefait un cas particulier 
de celui-ci : trouver Te lieu dès-points tels que la somme des 
carrés des. distances >de ôhacwi d'eux à des points donnés^ 
soit équivalente à un carré donné* Nous savions déjà (Théo- 
rème ni) qpe ce lieu est une circonférence ; mais comme 
les nombres m, n pourraient n'avoir pas de comniune me- 
sure, une solution directe était nécessaire'. 

« 

PROBLÈME LXIV. - * 

I 
% 

ttant donnés deux points A, B, on demande de trouver le lien dés points (1 

satisfaisant à la relation mAC— nBC=L?, dans laquelle tw, w, L sont 
des nombres donnés et une longueur 4ofl|iée. ^ 

Ce problème se résout absolument comme |e précédent: Fig. 20^ 
le lieu est une circonférence dont le centre partagé Afren 
deux segments seustractifs AD', BD' inversement propor- 
tioan^ls âiyt nombres ^,n. 
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PROBLÈME LW. j 

hi donne àeta gronpei de points, ei Ton demande qnet est le lito dej poiols 
tels,, que la somme des eqrrès des distances de chacnn d'eux aux poioij 
du premier groupe, diminuée de la somme des carrés de ses diitaicu 
aux points du second groupo, soit égale à on carré donné m*. 

Fie. 205. Soient A, B, C,.,.. les points, en nombre h, apparteniuil 

Pau preoiier groupe, et A', B', C',.., les points, en nombre 
■«', composant le second groupe. Soient 0, 0' les centres 
des moyeanes distances relatifs à ces deux groupes de 
poiais. 
Nous aurons (Théorème lil) ; 
ÀM+BM+CmV...^AÔ'+BÔVcÔ V... +nÔM' 

r Â^+Ml+C 'mV. . .=Â^'+B^+C^'V . . .+rt'Ô¥; 

k d'od, en retranchant, 

m»=(AO+BO + CO-t-...)— (Â^+B'O'V-..) 
■ H-nÔiâ — ti'P'm! 
Cette relaUon donne nOM— n'Ô^=K*, 
çn' représentant par K une droite que l'on peut regarder 
comme connde. 

Le problème est donc raùiené à celui qui précède, et le 
lieu est une circonférence. 

PROBLËMB LXVl. 

Quel est le lieu du points tels, que les tangentes HT , HT*, mené» de 
ehacuft d'enx à deux cercle^ donnés 0, C, soient entre elles comme deu 
longueurs données m, m'T 

Pœ. 204. ^' '"*"^ menons les rayons 0T„ OT' passant par Im 
points de contact, nous aurons 
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MT=OM— OT, MT'=0'M— O'T'; 
conséquemment ; ^*^,~^^, = ^.' 

O'M— o¥ 

Cette proportion donne 



m'VOM— m«.0'M=m'*.OT— mVO'T'. 
Ainsi, la différence des carrés des distances 0% 01A\ 
respectivement multipliés par des nombres donnés, est 
constante. Donc le lieu est une circonférence. 

PROBLfiHE LXVII. 

■ 

Qnel est le lien géométriqae d'an point M tel, que la distante à la base AB 
d'un triangle isoscèle donné , soit moyenne proportionnelle entre ses dis- 
tanees aux deux antres cités? 

D'un point quelconque M du lieu, abaissons MQ, MN, Fto. 20S 
HP perpendiculaires sur les côtés du triangle. Nous aurons 

Mrê=MQ.MP, ou 

MQ MN 

MJi MP* 

Les angles QMN, ABC sont égaux, comme ayant les 
côtés perpendiculaires, chacun à chacun* De méme,rangle 
NMP est égal à BÂG. Donc les angles QMN» NBIP sont 
égaux entre eux. 

n résulte de là que les triangles MQN, MNP sont sem- 
blables, comme ayant un angle égal compris entre côtés 
proportionnels ; et, par suite, que les triangles QBN, 5ÎAP 
sont équiangles entre eux. Donc les deux quadrilatères 
MQBN, MNAP sont semblables. 

Menons les diagonales MB, MA : nous formerons deux 
triangles rectangles MQB. MNA, lesquels , à causé de la 

40 
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sîinililude dès quadrilalÈrcs. seront semblables ; donc les 
angles M1{Q, IIAB seront égniix entre eux ; â^où il suit 
([ue l'augle AMlî sera (■pnstainm.utij égal à l'angle CBA du 
triangle donné. Le iiéti du pouil M sera donc la circonfé- 
rence tangente en A et en B aux deux côtés AlUf Bp, 

Beiiiarqne. Les exlrémiliis D, E du diaaiètre COE, soul 
bs centres des cercles inscrit et ex-inscrit au triaqgl^ ^BC. 



PROBLËHB LWin. 

Qoel csl le lieu itt poiali M i'in itm mûe% 0, 0' soni vus 
lous des angles égau.\! 

3. 206. Menons, du point M, deux, tangeijtes JfA, MB au cercle 
; l'angle AMB est celui sous lequel un observateur, plate 

■^ ^M Vi ysrm le cercle 0. Menons da taéi^e h» tangenles 
MA', MB': Il faudra, d'après l'énoncé, que les angles 
AMB, A'MB' soient égaux entre eux. 

Or, si nous joignons les deux centres au point M et auï 
points de contact-A, A', par les droites OM, O'M, OA, 
Q'A', QjCiiis formerons dfux triangles rectangles dan^ les- 
quels les angles en M, moitié d'angles égaux, seront égaut 
eQti¥ ^Vti donc pes t^ngles seront semblablest et noui 
aurons 

O'M O'A' 

Les ^tances du point li^j aiuf çent^ps. p, Q' (i\ffif, ^ 
un rappoift constant, le lieu de ce point ser^ ^((g l4rçPW{^ 
rence ayant son centre sur' la lipp des ceulteg. 

Ppur déterminer çomp{^te)n^it cette Ugne, mepQi($ tes 
tap'^dntes coBpmi^peg ÇC, RR', et ei^ieg^ J, T' Jej p^i^ 
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Q^ fiUfi^ PQupçpt \^ ligqa des ceiUres; nou» aurons, par 
un théor^m^ pQnnu : 



OT OT' OA 



or OT OA" 

n suit de là iqpie le lien ded points M est la eirconférençe 

r^lativemeiit à un cercle donné C? 

3ftiV Cîn U ptlftire d'uft ppjnt quelconque D da la drâtU Fm. 20*! 
AÇ, et soit HA le pQip( dp rpacQptre de GIJ MÇq ^ rfrywi 
Qï) ; te^ ÇftiWt? *ï« seront réciproques .(T^prèp X^), 
Ij'iliJleurs, là polaire fiH passe.pp }e pâj^ f 4p A^ (T^Q; 
rème XXm) ; donc \ç lieu p}ierc|)é est )^ çirçon|^rep!c^ 4é; 

<3ite s«r GP <i9«pf 4i^^tre- 

PROBLÈME LXX. ' 

lui Mlltlit«4fiiwi|itirécipN||im4eipa(Ms éwt éimHgim 
^oDoje ft, retf)qrpei|t » m wcl|^ Confié ^\ 

M< étant le pont récfproqne' (Fon point ({uelconque 1S( Fia. 20i 
pris sur la cfrcoirférence C, nous aurons 

CM.GM'=CA. 

Prolongeons, la trfr|ifYfrp^'QK.j||i(u'à ce qu'elle ren- 
contre de nouveau en N la clrconfiérence 0, et menons la 
lailfeiM (u¥; mm aurons aussi : 



CM.CN=GT. 

CA\« 



Cg^ dçijx relations donnent ^=T=(jTfJ .- 
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Il Ainsi, les deux rayons CN, CM' sont dans un rappon 

[' constant ; donc le lieu demandé est une circonférence. 

f Tour obtenir à la fois le centre et le rayon de celle ligne, 

' construisons la polaire T'T'O' du point de contact T. Nous 

aurons d'abord CT'^^^j puis, h cause des parallèles 
OT, OT' : 

ce OT CT 

CO ^^ OT CT • 

1 LespoinlsO'.T'sont donc homologues des points 0, T. 

Remarques. 1" La position et la grandeur du cercle 0' 
Tarieront avec la valeur du rapport j^-f. Si l'on veut que ce 
cercle se emifonde avec le cercle 0, il faudra que CT^^CA: 
». 209. dans ce cas, les deux rayons CT, TO étant perpendiculaires 
entre eux, ces deux rayons sont des tangentes, et les deuï 
cercles G, se coupent orthogûnalement. 

2* Si nous menons un rayon vecteur CMIiï, nous aurons 
CM.CM'=CT = eArdonc les deux points M, M' sont 
réciproques. Déplus, si nous menons ïl'Pperpendicalaire 
Si CM, cette dioite, polaire du point.M, passera évidemment 
par l'extrémité P du diamètre MOP. Donc , quand deux 
cercles se coupent orthogonalement, la polaire d'un point 
du premier, prise par ropporf tôt second, passe par le point 
diamétralement opposé au premier point. 

PROBLBMB LXXI. 

Qoel ett le lien 4n poiflli tels, que les poiaira de ehacan d'eu, par rappel 
A Iroii cercles donnés 0, O*, 0", se coupent eu nu même point ! 

Fm. 210. Par un point quelconque N, faisons passer une cirroufé- 
rence I, qui coupe ortbogoualement les cercles 0', CT, et 
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une circonférence F, qui coupe orthogoualement les cercles 
0, (y. D'après la remarque qui termine le problème précé- 
dent, les polaires du point N, relativement aux cercles 
0', (y y se coupent en P, à l'extrémité du diamètre NIP. 
De même, les polaires de N, par rapport aux cercles 0, 0^, 
se coupent à Textrémité P^ du diamètre NIP^ 

Pour que les points P et P^ ise confondent, il faut et il 
suffît que le point N appartienne à la circonférence qui 
coupe orthogonalement les trois cercles donnés. Cette cir- 
conférence est donc le lieu cherché. 

RepMrque. Cette même circonférence est .le lieu des 
points de rencontre des polaires. Elle a pour centre le 

centre radical des trois cordes données. 

« 

PROBLfiHB LXXII. 

Par m point donné A, on mène une transversale qni coupe, en denx pointa 
B, C, une circonférence donnée 0. Par ces deux points, on mène les tali- 
gentes BT, GT, puis BD perpendiculaire à CTj et CE perpendiculaire à 
BT. Quel' est le lien des points M de rencontre de ces perpendiculaittst 

La droite BD ^ perpendiculaire à la tan^nte ÇTi est pa« Fig. 211 
rallèle au rayon OC; de même CE est parallèle au rayon 
OB.'Il résulte de là que OBMC est un losange, et que BG 
est perpendiculaire au milieu de OM. 

Le lien du point M est donc un are décrit du point A 
comme centre, avec OÂ pour rayon. 
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PROBLÈME LX)[in. 

ts^t; doDices nue droile &m AB tt ileiiit perpendic ulairti indêllnifl tG, 
Bll ; on coiijir m de ruii'rts pur duu Iransvemle iguelcouiiue EP ; on Drcnd, 
sdr Ali, tin poiiit t' tel, i)uf le rciIlnDglr ilcs dm scgmenls i« ÀB soil 
êquivaleiil mu rrMdttglt S^i dbUt »|tllll^hls )ltl»rmlrl^9 ^dF lï!t péflténlll- 
Hltird; pult| du puilll P, en shtmt PM perpendituluire i fiPi %»! 
eitle Iku du poinl H! 

i. Daiis le quadrilatère At*Mfe, les angles en Â et en Mi sont 
droits; donc ce quadrilalÈre est inscriptible k la circoulï- 
WHcÈ ÉcPhe slir Ëî» CDWttiB dii^flèlCe. Ofi mèihft , U tous 
fléfllVftUfe llHë citcaijfèrêllce SUf Pt^ cùthm élamêlrë, èllfc 
passera par les polhtS M, t*. 

Âcluellemcnt , menons AM et MB; nous fiirmerons ainsi 
deux angles AMP, DMP, MiBp«ttlWfflenl égaux à ÂEP, 
BFP, comme ayant mêmes mesures que ceux-ci. 

Or, Its triangle* ri>H.lin«les EAP, PDF MHl SrilwHIilbléS. 
.iUm IJiie, \iaHlJt*ollièsé, AÈ.BF=PA.t'B> BÙ, ce 
qtii.ËSt ^tiivalenii p^=>gf • Donc \ei adglek AËP, BFP 
sont complémentaires; et, par conséquent, les angles AMP, 
6M^ soiil pSî-teïlléiilehi toihiilStil^tlidtrtS. 

il réSùllê Hé l^ iqUe Tàtigle AMb est droit. Lé liéll chïM 
Ûl 'dahé la dfettil-cihl'oiirérélicé décfîle Sul^ AË ii(l.liiriife dli- 
inètre. 

ItMar^u'è. LBrSqne le ptrfflt E t'ente fite cl que là IHins- 
versale EF tourne autour dé ce poiilt, lé point M d'éCHt la 
circonférence AMB, Pour une seconde position du pointE, 
on obtient la même circonférence ; et ainsi de suite. Le lieu 
géométrique proposé se compose donc, eu réalité, d'une 
m^ttife de circonférences superposées. 






DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. lôl 



ïfbnrér, m Ki^fl|N ^^ \^^^^ 1^' <^^^^ V) ^ ^^ ^^^^ inangles éqiiiiaté- 
ràiix Abc, Ad C^'uD point H tel, qne fa somme des cart^ de sê^ dis- 
tances aat sommets du premier triangle, ioit à Ja somme des carres de 
ses distances aux sommets du second triaqgle, dans un rapport donné 
•*« 

S8l8nt b él b^ iSs tfefitrès deà deux tmng|és\.>llH^ès Fig. 243 
lé théoffeîhfe ni, \i éomme de^ carres dès disiaiîcës ^u 
pMht Wébnilii m âiii àominets du |)f etaiei* triangle, est égale 



à 3 MO + SAQ. Semblablemeût, la somme des carrés i)es 
distances du même point M aux sommets dii second trian- 

% i ^oiA fextJtéàâion SSô'+^ï^: LicoMiu'on pro-^ 
pH^éë é(^tVàùt âdiid à 



MO -4-AQ m 

M0'"4-A0*^ 



m 

Celle-ci sê fê(ïuîé S 

Le point cherché M est dbhe a rimeKrfëctlbif iVé h driftè 
00' avec le lieu Aéê poitits dont lès distances aux centres 
0, 0' satisfont à cette dernière relation'. Nous savorfs oue 
cfe lîed ê^t Une circoriférënfcé (troblème tttî). la question 
pëdt dofac'étrè! regardée comme rèàôfùe. 

Èemàrque. La solutionne se compliquerait pas si Ton 

ygones quel- 
conques. 
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PROBLEME LXXV. 

Conslruire un ccrclu Ifl, ijae les angles circonscrils , doni Its sommeil !^ 
nienl Irais points donnés A, B, C, snieal respeclitemeDl {gaai à in 
anglït dunnû ia^î^, iy, 

ho. 214. Soii le cercle cherché. Menons les tangentes AD, AD', 

BE. BE', CF, CF'. Menons aussi les rayons OD, OE, OF. 

k L'aiigie DAO, moitié de DAD', sera égal à «. De même, 

f les angles EBO , FCO seront respectivement égaux à (3 et 

îi y. Bailleurs, les triangles ADO; BEO, CEO sont ko- 

tangles. 

Si donc, d'un point arbitraire 0', pris en dehors d'une 
droite indéiinie XY, nous menons la perpendiculaire O'I, 
puis les obliques O'A', 0TB', O'C, faisant avec XY des 
angles égaux à a, p, y, il résultera, de cette construction, 
des triangles A'IO', B'IO', C'IO', semblables auï pre- 
miers triangles. 
La comparaisoD des cAtés homologues donnera 

OJ__OA' 01 OV 01 o;£, 

OD OA. ' EO OB' OF OC' 

d'où, à cause de OD=OE=OF : 



Les distances du point aux points A, B, G étant pro- 
portionnelles à des longueurs connues, ,ce point sera dé- 
terminé par l'intersection de deux circonférences que l'oa 
(jilieudra facUement. 
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PROBLÈME LXXVl. 

CoQstraire u terek tel, que les tangentes menées à ce cekle partrob prtib 
diHmèi A, B , G , aient des longneors données a, b, c. 

Première solution. Les trois triangles rectangles ADO, Fiu. 214. 
BEO, BFO donnent 



AO— o'^BO— &»=C0— c» ; 
d'oili, en supposant a> &>> c . 

AO— BO=fl«— &% BO— CO=fr*— c«. 

La différence entre les carrés des distances du centre 
inconnu aux points Â , B doit donc être égale à un carré 
donné. Il en est de même pour la ditféreiice entre les carrés 
des distances de ce point aux points B, G. Gonséquem- 
ment» on construira ce centre par l'intersection de deu^ 
circonférences. 

Le centre étant connu, on obtiendra le rayon OD en 
construisant le triangle rectangle ADO, dans lequel on con- 
naîtra l'hypoténuse et uit côté de l'angle droit. 

Seconde solution. Des points Â, B, G comme centres, Fig. 215. 
avec a, b^ c pour rayons, décrivons trois circonférences. 
Chacune d'elles devra couper orthogonalement le cercle 
cherché, attendu, par exemple, que le rayon OD de ce 
cercle, étant perpendiculaire au rayctfi AD, est une tangente 
à la circonférence- AD. f 

U résulte» de cette observation, que le cercle cherché est 
celui qui coupe orthogonalement les trois autres cercles. Il 
a pour centre le.centre radical de ces trois cercles. (Voyez 
Probl. LXXI.) 
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^=:^; sur EF comme diamètre , décrivez «ne demkir- 
conféreuce ; du point F comme centre, avec un rayon égal 
à la troisième proportionnelle aux droites n et p, décrivez 
un arc qui coupe cette demi-circonférence en H; menez, 
par le point A, BAC parallèle à OH. 



PROBLÈME LXXX. 

Qaelle est la ronte ABC que doit suivre une bille sar un billard circulaire, 
(nutr rerenlr an point de depari A, aprèidttu réDnioat tuceeni<ei mh 
bande! 

Fœ. 219. D'après la loi de la réflexion des corps élastiques (Voyez 
Probl. I, liv. I), les rayons OB, OC divisent en deux parties 
égales, respectivemeut, les angles ABC, ACB. Mais, dans 
le triangle isoscèle OBC, les angles en B et en C sont 
égaux; donc les angles ABC, ACB, doubles des premiers, 
sont égaux entre eux ; et le triangle ABC est isoscèle. B 
résulte de là qae la figure est symétrique par rapport au 
diamètre EF passant par le point A, et quç BC est per- 
peudiculaîre à ce diamètre. 

Cela posé, prolongeons le rayon OB jusqu'àsa renconffe 
en G avec la perpendiculaire à EF menée par le point A. 
et décrivons, de ce point comme centre, la circonférence 
OHL. Il est facile de voir que le triangle BAG est isoscèle, 
et que la circonférence coupe BG en un point H tel que 
GH==OB. Ainsi, la différetice des segmeots OG, OH est 
eonnue, et égale au rayon B du cercle douné. 

D'un autre cAlé, si nous menons LH; nous formerons un 
triangle roctangle OHL, évidemment semblable au triangle 
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rectaugle OAG. La comparaison des côtés homotogues 

donne , 5J=J~, ou OG.OH=Oà.OL. 

Le rectangle des deux segments inconnus est donc équi- 
valent au double do carré construit sur OA comme côté. 
Et comme nous connaissons aussi la diiïéi^ence de ces 
mêmes segments , le problème peut être regardé comme 
résolu. 

Calcul du chemin parcouru par la ti/fe. Représentons par 
a la distance doiouatée OA^ par x le segment 06 et par y le côté 
AB du triangle ABC. La longueur l du chebiin . qu'il s'agit 

d'évaluer se compose de 2AB+2BD. Or, BD=ABgg; 

donc /=2t/(l+-). Dans le triangle rectangle OAG, 

J=^^a;•— a»; donc /=2 (i + §) Vx^~a\ 

n ne reste plus qu'à remplacer x par sa valeur. Of, ' 
d'après ce qui précède, on a x(x — R)=2à*, équation 

qui donne a?=^R+|/lR«+èa% en ne prenant que la 
racme positive. 

Avant de faire la substitution , on' p^ut observer que 
â^— tf«=RxH- fl* ; et l'on obtient 

on, en simplifiant, 

/=_L.(4ot_R»+R»<R»+8fl») j/4a»4-2R«4-2R l/R*?^*. 



h 



TUEÛItÈMES ET FROBLÈMP.S 



PHOBLEHG LXXXl. 



Tranvfr lin pninl H lui, r|ae In sammf de »s diilaneci ■ Irais pi 

A, it, C, iuiUn aimimum. 



FiG, 230. Supposons que, du point C conime ceotre, nous décri- 
vions une circonférence passant par le point inconnu M. La 
somme des distances d'un point quelconque M' de cette 
I ligne aux Irais points A, B, C, devra être plus grande que 

I la somme des distanees AM, BM, CM. Ainsi, nous aurons 

AM'+BM'+CM'>AM+DM+CM; 
ou, à cause de GM'=CM : 

.\M'+BM'>AM4-BM. 
Le point M est donc celui de la circonférence MM', ponr 
leipiel la somme des distances aux deux points A, B fstuit 
•nùaimuiQ. 
F Menons la tangente MT, et soient r, b les points ojiells 

est coupée pnr AM' et DM'. Menons aussi A&- Nous aums, 
dans le triangle AtM' : 

AM'+M'&>AÈ; 
et; en ajoutant Sb de part et d'aiitre ; 

AM'+BM'>A6 + B&. 
Si donc nous disposons du point M de manlèM à vériGer 
l'inégalité A&+Bft>AM+BM, irons aqfODs, i plus tbrie 
raison, AU'+BM'>AM+BM. 

Or, pour que la somme des disunces AM, BM soil 
iliQiDdrQ que A&+Sb, h étant uR peifit qiteleonqu^ de MT. 
il faut (Probl. I, liv. I) que les deux droites AM, BM soient 
également inclinées sur la normale MC. En d'autres termes, 
la droite Oi, gui joint h point M au sommet C du Iriansli 
ABC, doif diviser en deux parties égales l'angle forméfUf 
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les droites menées de ce même point auo^ deux aut^çs ^om- 
mets. 

Ce que nous disons du point C est vrai pour les deux 
autres sommets. C'est-à-dire que le point dont la somme 
des distances à trois jwijits donnés est un minimum, est 
teU que chacune de^ irçifi di(o\\ff fjm ^ joignent aux points 
donnés , est la bissectrice de V angle formé par les deux 

un pQBfîlut f^isUement de l^ q^e cbacwp ^^^ traiji angles 
formés autour du point M est égal à 120®. Conséquenanaerit, 
le point M est celui d'où les côtés du triangle ABC sont vus 
sous un même angle. Il est donc bien fecîle de le cbnstruire. 
(Théor. XIV, liv. II.) 

PROBLÈME LJO^XU, 

ABC étant un \^^\t dopé|ft H étfii^t le i^yf\ ^Oft l|i Hfoi^ ^s distaneei 
aux trois sommets est un minimum, ou demande d'exorinier cette somme 
en fonction des côtés. 

Désignons par a, t, clés longueurs des côtés, par x, y, Fig. 220. 
% les distances MA, MB, MC, et par 5 leur somme.' tes 
trois triangles ABM, BCM. ACM donneront, comme it est 
facile de le vérifier : 

d^^^x^+y^+xy. 

Nous aurons ensuite, en çjprimant. que Taire T^ ^y^ 
triangle AÇC est égale à la somme des aires 4eâ tçoî^ 
autres triangles : 



i 
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On déduit, de ces quatre f!f[uatioiis, 
a'+t'+c'+4Tl/3^2(i»+y'4-s'4-2a:y+2j;zH-2j/i), 
ou s'=2Tk^+^(a'+6'+c). 

PROBLËHE LXXXin. 

Ttmtt dans le plan d'an triangle ABC, un poinl M lel, que la injtim 
des carrés de ses diilinces aux trois eolés du triangle, sait an mi- 
nimum. 



1^0. 221. Du point cherché M, abaissons les perpendiculaires MP, 
MQ, MR sur les eûtes du triangle douué et menons PQ, 
QK, Rr". Puis, d'un autre point quelconque M', abaissons 
les perpendiculaires M'P', M'Q', M'R', et les obliques M'P, 
M'Q, M'R. Nous aurons 

* MP+ ÏÎQ V MR < STPh- W+ M^ 

et h plus forte raison, 

. ■MP+MQ+Sm<!irpVM^ViirR. 
.Gonséquemment, le point M est tel , (pie la somme des 
carrés dç ses distances aux points P, Q. R, est un mini- 
mum. Ce point est donc (Th. III) le centre des moyennes 
distances du triangle PQR. 
Fffi. S22, Menons la droite CM, et soit C le point où elle coupe le 
côté AB. Abaissons CD, CE perpendiculaires sur AC, 
BG. Menons encore, des points P, Q, les perpendiculaires 
PG, QF sur la médiane RM : ces pcrpendieiilaires seront 
égales entré elles. Enfin , soit Cl la hauteur du triangle 
ABC. 
Pour évaluer le rapport de AC àBC , observons d'à- 
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bord que le^ deux triangles rectangles ACD, AGI, évi- 
demment semblables, donnent 

AC'=AC. g. 

Nous aurons de même, 

^^^^ BC — BC • CE* • 

Les deux distances CD, CE sont évidemmeot propor- 
tionnelles k MQ, MP : il ne s'agit donc plus que de eher* 
cher le rapport de ces dernières droites. . 

Orales trîàngies rectangles QMF, CIA; qui ont leurs côtés 
perpendiculaires, cbacun à chaciiin, sont sembla})le6 ', donc 

QM QF 

AC "^ CI • 

n A PM PG 

De môme, bc'^g[' 

On déduit, de ces proportions, 

QM AC 

PM — BÇ» 

AC XC* 
puis BC^'^gg^* . 

Ainsi, la'droite menéis du point M à Pun des sommets du 
triangle,' partage le tôté oppbsé en deux segments propor- 
tionnels uux carrés des côtés adjacents (*). ^ * 

^Remapque. Nommons a, t, c les côfës du triangle, dont 
l'aire sera représentée par T, et soient a, |3, y les distances 
BSP, MQ, MH;* Nous, aurons, dans le triangle ABC,' 

2T=aa+&/3+cy; 
puis , par ce qui précède, 

• ' a p j 

(*) Ce (béorèmë est dû à M. UossanI, ofliciei il*étàt-miûor. 

4i 




Iâ2 THÎ:aKKMï;3 i:T PROSLàMES 

Ces rçltittons daaneai 

Lé minimum cherché est done 



PROBLÈME LXXXIV. 

■ foiMl doaiKci 4tii\ tlnulèfwcti 0, 0', i» [itcnil un psiiil A im U fH- 

F miiTe el lin poiril B sur U swiiJe ; eH'QBilmiuiilefle lr*uï«, sur l'ait 

k ru'l'i^ï.l çlc <:&i «Ico-x ligDCi, un ysiu,! C lel, <|ue ii I'dd nifnc les séeialci 

C\l>,CBE^Ia droite DE, qnijoiotleisecoiii^ points d'IùlersecUon de m 

sceanics El tes cirroBC^reBecs thuo^, seit per^Hdicvliuw ik Tsite raieiK 

fia. 223. Menons AC perpendiclulaire àCD, et soit C le point où 

^. elle coupe l'axe cidicai. Soit de pjus G le point de renfenlre 

^ ^ ^ de cet axe avec la droite DE. Le» deaux tnaBglea wetai^es 

CGD, CAC sont seiiililaWes, et donnent j^^^-j,-; d'où 

CG. CC'^CA. CD. 

Si l'on menait par le poR»t B use perpendiculaire à CE, 
w wmk de U mène vauièfet «r i^^teUiA. Q-so/i, pebi 
d'tnt«^«4k»a 4ï«c Vîae radieM : GGr. CC"=Cft.- CK, 
Mais, le point C ^)^ti«nl « cet iae ; dooc. 
CA.. GÛ^ CB- a:,i denc aassi CG, GC'^ C(i* CC" T 

w fïM afF^iwl' que Ifts Rowis, t\ c *« «««foiideBU El 

comme 1^4 ^gle& A et R so^jt «iîwts, l«g. poiwa A, A sn« 
situés sur une circouteféMe qiù a, CC pour diamètre. 

Il suffit donc, pour trouver les pQÎu^C, C, i^i$4tisfeM 
tous deux à la question, de décrire une circonférence pas- 
sant par les points A, B, et dont le centre soit ^sur l'axe 
radical. 
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. PROBLÈME LXXXV. 

Par Textrémité A d'un diamètre AB perpendiculaire à une corde CD, mener 
une droite telle , que la partie FG comprise entre la corde et la circoo- 
féreftce, ail mie longueur donnél; L. 

Si nous menons les cordes AD et GD, nous formemiis Fig. 22^ 
deux triangles FAD, CAD, qui auront Tangle A comiifmn, 
et ^ans lesquels les aqgles en G et en D seront égaux, 
comme ayant pour mesures les moitiés d'arcs égaux. Ces 
deux triangles seront doiifc semblables ; en sorte que nous 

AF. AD 

aurons.ï5=:^jou 

ÂF.AJG=M 

Cette relation montre que AF et AG sont les côtés d'un 
rectangle équivalent au carré construit sur AD. 

Constmction. A l'extrémité D de la corde AD, élevons la 
perpendiculaire DH égale à.L; puis, sur cette droite prise 
comme diamètre^ 4^^^ ^^ 0113 une circonférence. Joignons son 
centre I,tv6c lé J)oint A, par ^ $écante AH, qui rèaicouM 
cette circonférence en M et en N. Du point A comme ceur 
tre, avec AM pour rayon, décrivons un arc : îl coupera, -au 
point cherché G, la circonférence donnée. 

Remarques. 1® Si la tangente donnée L est moindre que 
EB, ily aura, Indépendamment de AGF, une droite àF'G^ 
qui répondra à la question. On obtiendra son extrémité G' 
au moyen de l'arc décrit du point A coHme centre , avec 
AN pour Fayon. -, 

2® A chaque droite, telle que AP ou AF'', il en répond 

une autre,, placée symétriquement par rapport à AB, et qui 
• ■ ■ • 

n'a pas été iujliquée sur la figure. .Le problème peut donc 
admettre quatre soïutions. 
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PROBLÈHB LXXXVl. 

ttanl daoJiès on cercle el ua poinl «iLtétlegr A, od demande de mena |i9t 
I ce poiol une séeaDle telle, que b somme des carres de la purlie inlérienit 

, ' BO et de la pulic eilérieare AC de telle droite, soit équivaleale à un urré 

diHUic m*. 

fto. 225. Soit AT la tangente menée par le point donné A. Joi- 
gnons le point de contact T aux deux points inconnus B,C; 
^K puis, menons CD parallèle à BT. S! le point D était connu, 
1 ^7 la construction s'achèverait facilement ; car les deui triao- 
* ^sADC, ACT, éïidemjnent semblables, donnertt 

î°=n. ouÂC;=AB.AT. 
^^^ Ainsi, AC serait une moyenne proportionnelle eotre AD 
^K et AT. 
^^^ Pour déterminer AD , observons qne les parallèles BT, 

CD, donnent ^=~, d'oti BC=Âc!^. Aijause de 

DT AU .AD 

l'égalité ci-destus, cette valeur se réduit k 

AP 

La somme des carrés de AC et de BC doit égaler ni*; donc 

FiG. 226. Prenohs maintenant une droite EF , troisième propoT- 
tiounelle à AT ei m. Décrivons, sur EF comme diamè- 
tre , une demi-circonférence ; prenons la perpendiculaire 
EG^EH=AT. Du point M, où cette à'oite coupe l'a cir- 
conférence, abaissons MN perpendiculaire à EF": le seg- 
ment £N sera la longueur cherchée AD. 
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■ • 

En effet, nous aurons d'abord 

EN+,NM«=EN+NH=EB=AT. 

En second Uçu, EN+NF, ou EN+Ç=EF:^^. 

Don^ EN et NM sont égaux, respectivement, aux se^ents 
AD, DT ^e la droite AT, 

On peut réunir en une seule les figures 225 et 226, et 
Ton obtient ainsi la figure 227. 

PROBLËHB LXXXni. 

Étant donnés Sein peints fixes A, B et deox longnears constantes x, {&, n 
prend, sur la direction de AB, nn point quelconque M'qn'oi^Vegarde 
comme le eebtre d*an cercle décrit d'an rayon R, déterminé par h relation 
R.AB=x . AH+pb.BH. On Asmande de prouver que les différents cor- 
des, ainsi décrits pour les différents 'points H de la droite AB, sont tous 
tangent^ i deox mêmes droites fixes. 

Décrivons, des points A et B comme centres, ayec /x et X Fu. 228 

* 

pour rayons, les circonférences GG' et DD'; menons, à 
ces deux circonférences, les tangentes communes GD, G'D'; 
abaissons, sur ces deux droites, les perpendiculaires ME, 
ME^ évidemment égales entre elles; enfin décrivons, du 
point M comme centre, la circonférence EE^ laquelle sera 
tangente aux fleux droites GD, GT)'. Gette circonférence 
sera précisément celle qui est déterminée par la refation 
ci-dessus. En effet, à cause des parallèles AG, ME, BD, 
nous avon^ (Théor. I) 

ME.AB=X.AM+fx.BM; 
donc B!E=R. 




THÉORÈMES ET PROBLÈMES 

PHOBLËHE LXXXVIII. I 

■hr fnn Ih poipls d'iiUfrepclion it ien (ireonf^rtnces o, o', nu mi, 
iaa-itoiks rulanguiaiits Pa, Pf', qui reniuDlrent la ligne d« mlm 
en rt, «', l'I ki deiH circoitft' rentes en b, c et 6', (/. Il s'ugil de dcmoii- 
IfPi' qu'on a [Qujours ^ ^ "-^^. 

FiG. 229. Les angips en P élanl dfolls. les cordes ce,' bh' smu 
des diamètres. D'ailleurs , les deux triangles bPb', ePc' 
coupés par la transversaiâ oo', doimeut 

ba Va'.bo'^bo'.h'a'.Pa, 
co.c'a'.Pa^ca.Pa'.c'o; 
d'où» à cause de bo'^^b'o' et de co::^c'o ■ 
ba.c'a'=ca.b'a'i clc. 

I PKOBLÈJIE LXXXIX. 

filant donnés deox axes fixçs Ox, 0^; autour d'impoiQlGxeP onfaitltorur 
un angle aVb de grandeur' donnée «. On demande de proDver qu'il eiiile 
im-raxe Ox un point Ihc A , et sar l'axe Oy nn point fixe B, lelsi|it 
le rfctan^ dtl JWgmemi^Aa , B6 resl« eonslant pour lODics lei pnillHS 
de l'ABile. 

FiG. 250. Si' la propoeition énoncée est vraie , il sera facile de 
déterminer les positions des points A et B. En effet, sup- 
posons que le point variable a coïncide avec À; alors le 
segment Aa s'annule; donc, pour que le rectangle des deui 
segments puisse être différent de zéro , il faut que le seg- 
ment Bb devienne infini , ou que le côté B6 soit parallèle à 
Oy 

Ainsi, pour obtenir le point A, nous menons FD pai'al- 
lèle à (^, et nous faisons l'angle DPA égal à a. 
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De ikieme, tprto avoir meaé f G pttrallàle à 0«» tiôus fe* 

ronsCPB=a. . - , • 

ActueUeinent, il s'agit seulement de vérifier qud les points 
A et B étant déterminés comme il vient d'être dit, le ri^ 
tj^gk Aa . Bi^ est constant. 

Or, si des deux angles égaux bPay DiPA, nous retran- 

• • • 

chons la partie commune DPa, il restera les deux angles 
tPD, flPA, lesquels seront égaux entre eux.. D'ailleurs , les 
angles bVDy BbP sont égaux comme alternes iiitenies|^doM 
flPA=BftP. 

On prouverait, de h même manière, que les angles &PB, 
kàP sont égaux. Il résulte de là tfïe ïç§ deux triangles AaP, 
Bip sont semblables. Par suite ^ . ... 

* : m * l • 

PROBLAHE XC. 

* . 

Par nn point , pris snr le prolongemeDft .d'un diamètre 6À du- eercle C, 
on mène ad^ sfcdnte qnefeoflqHd qui rencodth la éil^eonfé^eÉce aox points 
Nfir I tn fmi k& fflttieax N^N'des ftesiM) AM'^ oit joint le eiBtre 
G aux points N» N^ par les droites CN, CS\ lesquelles rencontrent en 6, D' 
la perpMificolaîré menée au diamètre (S par le poht 0, du imûéè (fe 
l^têf qtt^ U M^n^é 6ê ()V par btf ^ etmstdtrf^ (jSf^^ SMf H 

Menons la droite BME : elle sera paraîlèîe à GND. En Fio. 23^ 
effet, Tangle ABM a pour ipesure la moitié de Tarjc AM ; 
donc il est égal à ACN ; donc, e^c. Pour la même raisoii, 
BM'E' est parallèle à CN'D'. 

Gelaétabt, nous aurons, à cause des parallèles, 
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donc OD.0D'=OE.OE'.f^g-]! Il suffit doue de vérifier ([ue 
c rectangle deOE par OE'est eonslant. 

Or, fangle M'MB, qui a pour mesure la moitié de l'arc 
BM', dtrit être complémentaire de l'angle OBM'; donc il al 
égal à E'. Il résulte de là que le quadrilatère EE'M'M, 
dans lequel les angles E' et EMM' sont supplémeDiaires, 
est iuscriptible à une même circonférence. Donc 

OE.OE'=OM.OM'^OA.OB. 
C'est-ce qu'il fallait démontrer, 

PROBLÈME XCl. 

I Proorer qu'il exisle, sur la ligneCC im mires de dciiT cerclft qui nt k 

CBDpeol pas, (leuK poinls 0, 0' tels, qne 1c reclsngie de leurs dislanc» 
m cenlre de chucnn des deux cvrclea ssil égal au carré du ra jod de ce 
wrele. 

Jia. 232. Soient 0, 0' les deni points inconnus, qui doivent sa- 
tisfaire aux deux relations 

CO.CO'=Câ' C'0.C'0'=C^ 
Elles indiquent que les deux points doivent é^e réci- 
proques par rapport au premier cercle et par rapport au 
second cercle (Th. XIX). Or, si l'on fait mouvoir un point 
sur le rayon CA, le point réciproque, par rapport au cercle 
C, parcourra le prolongement AC'X de ce rayon. On con- 
çoit donc qu'il existera une certaine position du premier 
poiot, telle , que ces deux points, déjà réciproques par rap- 
port au cercle C. seront encore réciproques par rapport au 
cercle C, 

Je dis maintenant que pour obtenir les deux points, il 
suffit de chercher une circonférence I, qui .coupe orthogo- 
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nalement les -deux circonférences données. En effet, D et 
D' étant les points d'intersection, nous aurons 

CO.C0'=CD, CÛC'0'=(yD\ 
Or, ID et ID' sont des tangentes égaleis menées du centre 
I aux deux cercles donnés. Donc le point I appartient iif 
Taxe radical de ces deux cercles (Th. XXXI). Nous pou- 
vons donc regarder le problème comme résolu. 

Bmarque. La relation GO. GO^=R* équivaut à 

co(GOh-2io>=R% ou r*— cô^aco.io. 

On a de môme R'«— CO'=2C^3.IO. Conséquemment, 

y--rCôV _,co 

PROBLÉHfl XCn. 

Prouver qu'il existe, sur la li^é CC' des centres de deux êereles intérieoA 
Van à l'antre, deox points 0, (Ktels, que les distances de chacun d'eox 
aux extrémités d'nne'corde commune MM', perpendiculaire à la ligne des 
centres, sont dans un rapport constant. . 

Considérons,^ comme dans le. problème précédent, les Fig. 233 
points de rencontre 0, 0' de la ligne des centres, avec la 
circonférence I, qui coupe orthogonalement les deux cercles 
donnés. Joignons les extrémités M, M' de la corde com- 
mune MM', avec Tun de ces deux points, par exemple avec 
le point 0, par les droites OM, OM'. Nous pouvons dé- 
montrer que le rapport de ces droites est indépendant de- 
la position de la corde. 

En effet, le triangle OCM donne d'abord. 
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OM:-ÔcVr'— 20C.CP=ÔcVR'— 20C.(OC-OP), 

ou OM^R'— ôcVaoc.op, 

H étant le rayon du cercle C. Par suite, 
"5M*^ R*-Qr.'-f-aoc.Qp 
OM'* R''— ôc'+ïoc'.op 
Mais, ainsi qu'on I"a reraarquii dans le problême pré- 
cédent, 

fl'— ôc oc 

de telle sorte, (pie I'od a 

R._Oc'=X.OG, R'*— 6G'=^Jl.0C', 
■ i étantune certaine lorigueur. 

La proportion ■ ci-dessus devient donc , 

ÔM*^ OCjM-îOP) 
ôjif'"~OC'tX+îOP)' 

ôii, plus siarplement, 

QM ^' 

^ Ainsi, le rapport des distances OM, OM' est constant, 
et son carré est égal au rapport des distances du point 
sitx centres des denx cercles donnés. 
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PROBLÈMB XCIII. 

Etant donnés na cercle et une droite AB, trouver sarle diamètre OE, per- 
pendienlaîre à Clïtte''jdr9ite, un point P tel, (fie jhenait par ce point une 
corde qoeleonque CC, et abaissant des extrémités de cette corde les per- 
peodicalaires CD, Gïï ^ur la dhiite donnée, on ait % 

~5H-c4j=^«^»tonte, 

RemarcpioDs d'abord^que la condition précé&enta équi- Fig. 23^ 

CD ay 
vaut à ^ ' ^.pr = constante. 

Conséqueminéht , nous allotis évaluer la somme et le 
rectangle -des ptH'peudiculaires GI>, GD\ 

Soit R le point de rencontre de GC avec l(t droite 40A- 
née; d'où aurons ' • ■ * 

CD=?|GR,ie'D'î=^C'R; • ' 

d'où 

CD.€'D'=(J|)* CR.CR, eD+ €1)'=^^ (CR+C'R). 

Pour transfcrmeF la première . expression , menons la 
tangente RT : elle est moyenne proportionnelle eqtre 'CR 
etC'R; donc 

CD.C'D'=(~yRT; 
ou, à cause des deux triangles rectangles OTR, OER : 

CD . CD '= (g)' (ÔëV^ ËR— R') , 

R étant Ip rayon du cercle. 

Abaissons OF perpendiculaire à la corde GG' : nous au- 
rons CR+G'R=2RF=2(FP+I»R); 

donc tlD+C'D'=2||(FP+PR). 



■C'.r '■ 

••V 
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Les de4ix Iriauglcs OFP, REP sont évidemment sem- 
blables; donc nous pouvons remplacer FP par PE.^^, 
Nous obienoas ainsi 

CD+C'D'=2^, {PE. 0P+ PR*)'. 

PR 

OU, par une transformation simple, 

CD-f- C'D'^2 ~ (OêVèR- op. OE). 

PR 

Si nous choisissons le point P de manière que OP.OE=R', 
nous aurons 

CD . CD' It,h . . 

cÔ4CT=;™=coostamei 
c'est-â-dire que nous aurons satisfait à la condition pro- 
posée. 

Remarques, i" Le point P est le pôle de la droite AB. 

^O" à+èf=n- 
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LIVIE IV. 



THËORàMB 1. 

» 
$ 

Dam tout pentagone résilier, les diagonales *se 'eonpent mntnellément 

en moyenne et extrême raison. 

Soient AD et CE ^euv diagonales du pentagone régulier Fig. 255 
ABCDE, inscrit au cercle 0. Je dis que l'on a 

DF _AF 

AF ^^AD* 

En effet, les deux triangles DEF, DAE sont isoscèles et 
ont u^ angle commun ; donc ils sont semblables , c^eat-à- 
dire que 

DF DE 

DE AD' 

De plus y le triangle est isoscèle, parce gue les/angles 
AEF, AFE ont des mesures égales ; donc DB=:AE=AF. 

C'est ce gu'il fallait démontrer. 

■» 

THÉORÈME ir. 

i 

La somme des perpendicnlaires abaissées des sommets d% polygone régnlier 
ABCDEF, est égale à CapofliteK multiplié par \h nombre des côtés. 

Si du sommet A nous menon^ les diagonales AC^ ÀD, Fie, 236 
AF..., le polygone sera décomposé en triangles qui auront 
leurs bases égales au côté AB, et dont les hauteurs seront 
les perpendiculaires abaissées du jpoint A sur les côtés du 
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polygoue. Nous savons c[m 'la somme île ces perpendicu- 
laires est coiistniite (Théor. XLVl, Hv. Dl); donc elle esi 
égale à la somme des perpendiculuires abaissées du centre 
sur les cùlès. c'est-à-dire égale à l'apollième, multiplié par 
le nombre des côtés du polygone. 

Âctuelleinenl , pour démontrer le théorème, il suffit de 
fair« voir que la somme des perpendiculaires abaissées du 
sommet A sur les différents côtés , est égale à la somniË 
des pej'peudiculaires abaissées de tous les sommets sur le 
côté AB. Or, le polygone étant régulier, la disunce du 
sommet A au côté BC, par exemple, est évidemment égale 
' î la distance du sommet D .tu côté AB; donc, etc. 



TIIËORÈHB III. 

Lceifé du Hci^tm ti^alkt élollê imcrit est fgsl an tM dii décagone 
ri'gidifr inscrit, auj^netilé du m)OD. 

Supposons qu'après avoir partagé la circonférence Oea 
dix parties égales, on joigne le premier point de division A 
iVi.'quatrième point B par la corde AB, puis le point B au 
septième point de division C; et ainsi de suite. On obtiendra 
un décagone ABCDEFGHIK qui sera, h la fois, équiangle 
et équilatérirf, mais dont Ie8.e0té& te couperont dans l'inlé- 
rienr du cercle. Ce polygone est le décagone régulier étoile. 
> ' Cela posé, soient AB \f> côté de ce décagone, -et AH le 
côlé du-décagone régulier conveie. Menons les rayons OB, 
OH. Nous formerons ainsi jienx triangles AMH, BMO, qui 
seront' semblables, attendu que les arcsAG, BH étant égaux 
entre eux, la corde AH est parallèle au diamètre BOG. De 
plus, les angles en M et eu H ont des mesures égales ; donc 
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ils sont égikiix-} donc nos deux triangles swt iséseèles.- Il 
suit de là que AB=^AM-hBM=^H^BO. 

fiemarques. 1^ La similitude des deux.triangle^ donne 

• ■ ■ * ♦ 

j5=^. Mais, dan» le iriangle AÎ40, fes angles eu A et 
en ont des mesures égaler; donc ce triangle est jftosc^e; 

OH 0\f 

dMieOM'S!^AM=^AB; et la proportion devient ^;p=»|^« 



On retrouve ainsi ee théorème : le cdU du ééCÊgone rignlief 
convexe est égal à la phs grande partie en rai^fPBriûgé 
en moyenne et extrême raison. 
2° La proportion précédente donne 5M.+^=2M4^^ 

BM+AM BM AB BM ., . . j. . 

»" ^Sî:-=âm' «» encore Bjg=ÂM; ^ est-a-dire que : 
«i fari 'partage en moyenne et extrême raison te calé tfa 
iéoaj^ime^ rég^lkt 4tQilé,M plus ffr and segmtU sera égal 
au rayon, et le plus petit segrmnt égêl Mi^ càti ifi ékof^ne 
régulier convexe. 

(On pourra consulter, sur la théorie des p^hffme» régu- 
liers étoiles 9 un Mémbire de M. Terqueia» iifôéré dans les ••:' 
Nouvelles Annales d^ i/athémi9fiq[mêt. 4o«ie VlU,) , 

IHËOIVÈIUIIV. . 

Si deax ares AC, BD ont une somme moindre que la àemi-circotfférénee AB0, 
le rectangle de leurs^ ewéi$ esf éqijf «fent i edri ^i aurait pour dimen- 
wm le. Mjf^ ^ K«^^ ^ l^mà^ dtt sn^fli^iptft ie k dîlEk^afifi des 
^.m b CQK<te in mjjji^^m^ 4; leur soau^e*, 

« 
Menons AD,.BC, CD : Te quadrilatère ACDF étant -fa- Fig. 239. 

scrit, nous aurons 

AD.BC=AG.BD+AB.CD. 

Soit C le point symétrique de C, relativement au diamètre 
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AB; menons BC, AC, DC; nous aurons encore 
AB.C'D=AC.BD + AD.BC. 
Ajoutant membre k membre, et réduisant, on obtient 

AC.BD=R(C'D— CD). 

Or, l'arc CD est égal k la demi-circonférence, diminiiéc 

de la somme des arcs AC, BD; et l'arc CBD se compost 

de la demi-tirconférence AC'B, diminuée de l'arc AC égJ 

à AC, et augmentée de l'arc BD; donc, etc. 

THÉORÈME V. 

Si d«ux nrcj AD, DC ont udc somme [ilus grande que la demi-cJKODKreiicr, 
le rtctangic it leurs cordes es( équivalenl à celui qui aorsil poordim»- 
sioDS le rayon et la somme des cordes du lupplémenl de la dilTéreiicc el 
du Bopplémeul de Ii somme de ces arci. 

^< 

Nous venons de voir que 
F», aae. AC.BD=R{C'D-CD). 

D'aQleuTS, dans, le quadrilatère AG'BD, 

AC'.BD+AD.BC'=3R.C'D. 
Donc, eu retranchant membîe à membre , nous aurons, i 
cause de AC'=AC, BC'=BC : 

AD.BC=R(C'D-l-CD). 
Remarque. Si les deux arcs sont supplémentaires, coaiine 
AC, BC, les deux théorèmes qui viennent d'être démontrés 
donnent AC.BC=>R. ce '; relation évidente. 
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I 

THÈORÈMB TI. 

Une eireonférenee étant partagée en un nombre knpair de parties égalés, si 
Von joint le point diamétralement opposé é Fun des points de division 
avee tous ceux qui sont sitnés sur la même demi-circonférence, le prodait 
des cordes ainsi menées est égal à nne pmssanee do* rayon joarqné» par 
le nombre des cordes. 

Cette proposition est une conséquence immédiate de It Fip. 24( 
remarque précédente; car on a . . 

OAi . AAi=R . AA-'t , 
ou OAj . AA,=R . AA,. 

Et, de même, 0A« . AA,=R . AA» ^ 

OA,.AA,==R.AA,,' 
OAv.AAv=R.AA„ 
OA, . AA.=R . AA, , 
.OA, . AA*=R . AA,. 
Donc , en multipliant membre à membre, 

OAt . OA, . OA, . OA* . OA, . OAr=R'. 

THÉORÈME VIi: 

Une circonférence étant partagée en un noipbre impair de parties égales, 
si l'on joint le ppint diamétralement opposé à ffiM dont Tindice est zéro 
avec ceux dont les indices sont les termes de la progression i, 2, i, S...» 
le produit des cordes ainsi menées sera égal à une puissance da rayon mtr» 
qnée par le nonibre des cordes. 

En effet, OA, . AÀ,==R . AA, , . Fig.24( 

OA, . AA,=R . AA» i 

OA* . AA»=R . AA, ; 

d'où OA, . OA. . OA*=»R». 

12 
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TH&ORlUIB VIII. 

La circonlérerce peiil, à Vmk de la rêgli- et du compus, Ëlre divisée 
en (lix-se[il parties égale). 

I- Par le ihâorôme VI, on a 

OA. . OA, . OA, . OAv . OA, . OA^ . OA, . OA,=R'. 
Parletiléurème VU, 

0A,.0A,.0At.OA,=R' (!). 

Donc OA,.OA,.OA,.OA,=R' (2). 

Ou peut écrire les deux produits (1), (2). de celle ml- 
nière : 

i OA, . OA. } { OA. . OA, {=«' (3), 

i OA, . OA, j î OAi . OA, j=H' (4). 

Par les théorèmes IV et V, nous aurons 
OA,.OAt=R(OA,+OA,). 
OA,.pA,=R(OA,— OA,). 
0A,.ÔA,=R(0A,+OA,). 
OA, . 0A^R(0A,-0A,). 
Posons OAj+OAs^M, OA^— Oa,==N, 

0Ai-H0A,= F , OA,— 0A»=Q ; 
et les égalités {5)^ (4) deviendront 

MN=R'....(5), PQ=R'... (6). 
Ainsi les produits MN,PQ sont connue. 
Remplaçons M, N, P, Q, par leurs valeurs, et effectucns 
les multiplications indiquées : nous obtiendrons, au lieu 
des équations (5) et (6) : 
MN=0A, . OA,+ 0A, . OA,— OA, . OA, — OA, . OA,. 
PQ=OA, . 0Aj4-0A, . OA.— OA, . OA,— OA. . OA.. 
Si, dans MN ou dans PQ, dans PQ, par exemple, on 
transforme les produits , on aura 
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OA,.Oi,=R(OA,+OA.), 
OA, .OA,=ïR(OA,— OA,), 
OA,.OA,=H(OA,H-OA.), 
OA..OA,=R(OA.^,OA,|i 

Arl-OA.)-(0A.-OA,)|-{(OA,+0A,)-(0A,-0A.))-H', 
en. (M-N)-(P-Q)=R (7). 

. différence des deux quauUtés (M— N), (P— Q) est 
conuue. Four déterminer leur produit, observons d'a- 
que 

V)(P-Q)=OA,.OA,+OA,.OA,— OA,.OA.-I-OA,.OA, 
+0A..UA,+0A..OA,— 0A,.OA,+OA,.OA, 
— OA,.OA.— OA,.0A,+0A,.ÛA,— OA,.OA, 
+OA..0A,+OA..0A,-^A..OA,+OA,.OA, 



leui^, 



OA,.OA,=R(OA, + OA,), 
OA,.OA,=R(OAr+OA,), 
OA, .OA,=H(OÀ.+OA,), 
0A,.OA,=R(OA.-OA.), 
OA,.OA,=H(OA,^OA.), 
OA, . OA,=R(OA,— OÀ,). 
OA,.OA,=R(OA,— OA,), 
OA,.OA,=K.(OA,— OA,), 
0^l,.OA,=R(OA,+OA.), 
OA, . OA,=R(OA»+ OA.) , 
OA, . OA,=R(OA,+OA,), 
OA,.OA,=R(OA,-hPA,), 
0A,.0A.=R(0A,4-0A,), 
0A,.0A,=H(0A,— OA,), 
0A,.OA,=RioA, — OA,), 
OA..OA,=R(OA,— OA,); 
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doue, par la substiiutiou, 

{M— N) (P-Q) =4RÎ (M-N) - (P— Q) } , 
ou (M— N) (P— Q)^4R' (8). 

Aiflsi, on cmiiiaîtra M — N et P — Q. Comme on connail 
MN et PQ. on pourra avoir M et N, P et Q. De plus, le 
iTctangle des cordes OA,, OA,. est équivalent à RQ, et leur 
difrérenee est égale k N. Donc on pourra construire ces 
cordes ; et l'arc compris entre leurs extrémités sera la dix- 
septième partie de la circonférence; 

Remarque. L'illustre géomètre Gauss a démontré, le 
pireinieF, dans Touvrage intitulé Dtsquisiliones ArithmetkcB. 
qu'il est possible , à l'aide de la réijle et du compas, in 
partager la circonférence en dix-sept parties égales. La dé- 
monslration géomélriiiue ci-dessus est attribuée à Ampère. 



THËORËiHB IX. 

Eulrelniisleslriangtesfarmésavecdcuv côtés donnés, le maximum est ce 
dans Iqucl ces deux o«lés sonl perpendiculaires l'un ù l'aulre. 

FiG. 242. Soient les deux triangles CAR, C'AB, qui ont le côté 
i^B commun, et les côtés AC, AC égaux; je dis que le 
premier triangle , dans lequel l'angle CAR est droit, est 
plus grand que l'autre triangle C'AB. 

Menons la hauteur CD ; nous aurons CD < C'A, ou 
C'D<CA. Or, les deux triangles CAR, CAR, qui ont 
niéme base AR, sont entre eux comme lenrs hauteurs; 
donc, etc. 
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THiORÈNB X. 

Le eerele est plos grand que toute (ignre isopérimètre. 

La démonstration de cet important théorème sera par- 
tagée en plusieurs parties. 

1® Une figure qui a un périmètre donné, ne peut avoir 
une aire infinie. 

En effet , la proposition n'a de sens qu'autant que l'ou 
suppose la figure fermée de toutes parts. Donc cette figure 
est une portion finie de plan. 

2® Entre toutes les fi^gures qui ont un périmètre donné , 
il existe m ou plusieurs maçcimums. 

Cette proposition est évidente d'après celle qui précède. 

3** Une figure qui, avec un périmètre donné i renferme une 
aire maximum y est convexe. 

Considérons, en effet, la figure non convexe ACBD. Si Fig. 24! 
nous faisons tourner la partie rentrante ACB autour des 
points A et B,'nous pourrons former une figure ACBD, de 
même périmètre que la première , et qui évidemment sera 
plus grande que celle-ci. 

4P Toute droite qui divise le contour d'une figure maxi- 
mum en deux parties équivalentes, divise aussi la Surface 
de cette figure eiideux parties équivalentes. 

Soit ABCD.une courbe qui, avec une longueur donaéé, Pic. ^Ji 
renferme une surface maximum. Supposons que la droite 
AB partage cette courbe en deux parties ACB, ADB ayant 
même longueur. 

Si la surface ABDA est plus grande que ABCA , faisons 
tourner ADB autour de AB ; nous obtiendrons une figure 
AD'BD, isopérimètre avec ACBD, et dont Taire sera plus 
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grande que. celle de cette dcrnîÈre ligtire. Donc ACBD ne 
serait pas un maximum. 

5° Une figure qui, avec un périmètre donné, a une airi 
maximum, est im cercle. 

^G. 244. La remarque précédente fait voir que si ADBG est une 
figure maximum, ADBD' en sera pareiUeiiient lUie, 

PiG. 245. Cela étant, soit ADBD' une pareille figure, composée rie 
deux parties symétriques par rapport à Alî. 

' Prenons, sur ADB, un point quclconcpie D; et soit D' 

le symétrique de D, relativement .i AB; menons DA, DB. 
D'AetO-B. 

Si les angles D et D' ne sont pas droits, transformons le 
quadrilatère ADBD' en un autre adbd' , ayant les eûtes res- 
pectivement égaux S ceux du premier, et dans lequel les 
angles d et d' soient droits. D'après le théorème précédent, 

' ce dernier quadrilatère sera plus grand que l'autre. Si donc 

nous apportons les segments AED, DFB. de, en aed, ilfh. 
etc., la figure aedfbg.,. sera plus grande que AEDFBG...; 
donc celle-ci ne serait pas un maximum. 

Il résulte de là que la courbe AEJ)FB est le lieu géomé- 
b'ique du sommet d'un angle droit, dont les côtés passent 
par les points A , B. Donc cette courbe est une demi-cir- 
conférence. 
Fm; 244. Ainsi, dans la figure maximum ADBG, une moitié quel- 
conque, déterminée par une droite telle que AB, est un 
demi-cércle. Donc la figure entière est un cercle. 
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THÉORÈMB XI. 

Entre toates les figures équivalentes, le cercle a le périmètre minimum. 

Si une figure quelconque F avait un périmètre moindre 
que le cercle C équivalent , on pourrait la transformer en 
un cercle G% isopérimètre avec F,* «t plus grand que F. Ce 
second cercle C, -plus grand que le cercle G, aurait doue 
un périmètre moindre que celui de G ; C0 qui est absurde. 

THËORËME ^h 

Entre tous les polygones formés avec des côtés doimés, lé mixlimim 
est le polygone convexe ioscriptlUft. , 

Remarquons d'abord qu'avec des côtés ionnéSy an peut 
toujours former un polygone convexe inseriptible à une cer- 
taine cir Conférence; et Von n'en peut former qu'un. 

En effet, si dans une circonférence donnée, on'prend des 
cordes successives, respectivement égales aux côtés donnés, 
Textrémité de la dernière tombera en deçà ou au delà du 
point de départ, suivant que la eirconférence sera trop 
grande ou trop petite. Or, il y a des circonférences de 
toutes les grandeurs ; donc il en existe une, et une seule, 
telle que l'extrémité de la dernière corde coïncide avec le 
point de dép^t. . ♦ . 

Cela posé, soi^m dcMx px)lygpqies ^BCD^f abcd^f éqi4- Fig* 246 
latéraux enti'iÇ eux , et dont le prei^ier est iuscriptible. Af- 
portons lés segpients AMB, B^^C,... en amb^ bnc...; nous 
formerons une figure ambnc.é.y de même périmètre que 
le cercle AMBN... et qui, d'après le théorème X, sera plus 
petite que ce dernier. Donc, à cause des parties communes 
le premier polygone est plus grand quje le second. 
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THËORËME Xlll. 

Ealre loai les Iriaugles isnpérinièires et de même base, le maximan 
esl le triangle isoscèle. 

FiG. 247. Soient le triangle isoscéle ACB et le triangle non isoscÈle 

AC'B, qui out même base AB , et dans lesquels 

AC+CB^AC + CB. 

i Je dis que la hauteur CD du premier est plus grande que 

l la hauteur CD' du second, et, par suite, que le premier 

est plus grand que le second. 

Prolongeons AC d'une quantité égale CE ; menons EC 
et EB. Nous aurons AG' + C'E>AE, ou 

AC' + C'E>AC4-CB:d'oùC'E>C'B. 

^ L'oblique CE étant plus grande que roblicpie CB, il 

s' ensuit que le point G ' est silué entre le point B et la per- 
pendiculaire CF élevée au milieu de EB ; donc, etc. 

THËORËMB XIV. 

blre Itus les polygones isop6rîmètres cl d'an même nombre de colés, 
le polygone maximum esl éqnilaléral. 

FiG. 248. Si, dans le polygone ABCDEF, les deux côtés consécu^fe 
AB, BC sont inégaux, nous pourrons remplacer le triangle 
ABC par le triangle isoscéle AB'C, isopérimètre avec le 
premier. D'après le théorème précédent, nous aurons 
AB'OABC ; donc le polygone AE'CDEF, de même pé- 
rimètre que ABCDEF, sera plus grand que celui-ci. Le 
polygone maximum entre tous ceux qui ont un périmètre 
donné est donc équilatéral. 
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TJ^OBËMB XY. 

Entre loins les polygones isopérimètres et d*im même nombre de edtés, 

le maximum est le polygone régulier. 

En effet, ce polygone maximum est en même temps équi- 
latéral (Th. XIV), et inscripiible (Th. XII). 

THÉORÈME XVI. 

Entre tous les polygones équivalents et d'un même nombre de eôtés , 
le polygone régulier a le périmètre minimum. 

La démonstration est la même que celle du théorème XI. 

THÉORÈME XVIL 

De deux polygones réguliers isopérimètres, cellii qui a le plus grand nombre 

' de côtés est le plus grand. 

Soient deux polygones réguliers isopérimètres, l'un de 
n côtés, l'autre de n -h 1 côtés. 

Prenons un point suc l'un des côtés du premier poly- 
gone; nous pourrons considérer cette figure comme un 
poJygone irrégulier àe n+1 côtés ; donc, par le théorème 
XV , elle est plus petite que le second polygone régulier 

donné (*). 

» 

{*) Celte démonstration ; remarquable par sa simplicité , est due à 
M. Stoiner, ainsi que celle du théorème X. (Voyez Journal de lAouviUef 
tome Vi.) 
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I 

THâORËNB XVin. 

I)f lonn les triangles inscrila dans un mfme af^rnl, le mnimum, 
en mthft et en périmètre, est le triangle isûscil«, 

Fifi. 249. Soient le triangle isoscèle ACB et le triangle non isosctle 
AG'B, iuscrits dans le sef^ment ACC'B. et ayant pour hm: 
commune la base ÀB du sèment. D est d'abord évident 
que ACB . qui a pour hauteur la hauteur du segment , est 
plus grand que ACB. 

Pour démontrer que ACB a aussi le périraÈtre maximum, 
décrivons, du point C comme centre , la circonférence 
ABD; prolongeons AC jusqu'à sa rencontre en D aTCc 
cftte circonférence; enjlu, menons DB. 

L'angle D, qui a son sommet à la circonférence, est 
moitié de l'angle ACB ; donc il est la moitié de l'angle 
ACB. Il résulte de là que le triangle BCD est isoscèle, et 
que AD:^AC'+BC'. Or, la corde AD est moindre que 
le double du rayon AC ; donc AC' + BC'< AC +BC. 

THËORËMB XIX. 

Entre tous les polygones d'un même nombre de côtés, inscrits à un mémr 
cercle, le maximum, en surface et en pépimètre, est le polygone régulier. 

La démonstration est la même que celle du Théorème XI^'. 
THÉORÈMB XX. 

De deux polygones réguliers, inscrits dans un même cercle, celui qui i 
le plus grand nombre de Ms est le plus grand «n surface. 

FiG. 250. Soient AB. AC les côtés de deux polygones réguliers, 
l'un lie n .côtés, l'autre de w-H 1 côtés, inscrits dans un 
même cercle de rayon AO. Menons BO ctCO. 
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Le premier polygone se compose de n iriapgles, égaux 
à ABO, et la second polygone se compose de n + 1 triaa- 
gles, égaux à ACO. Cela étant, je dis que Ton aura 

(»-+.!) AjCO>n ABO. 
Les deux triangles ABO, ACO ayant même base AO, 
sont entre eiîx comme leurs hauteurs BB\ CC; et Tinégalité 
précédente revient à 

(nH-l)CC'>nBB'. 

Projetons B et C sur le rayon perpendiculaire à OA ; et 
il nous suffira de faire voir que Ton a 

CC'>nB''C\ 
Les arcs AB, AC sont respectivement ^ et ^~j de la cir- 
conférence ; donc 

de cette même circonférence, et arc BC= î arc AC. 

Portons l'arc BC sur l'arc AC , et soient D, E... les 
points de division. En projetant ces points, nous aurons, 
ainsi qa'il est aisé de le prouver, 

CD" > B'V , 

D"E'' > BV , 



9 



d'où, en ajoutant, C'O >nB"C", ou enfin CC'>nB"C^ 

THËORÈJtlE XXI. 

De deux polygones régnliers, inscrits dans nn même cercle, celai qoi a 
le pins grand nombre de côtés a le pins grand périmètre. 

AB étant le côté d'un polygone régulier de n côtés, soit Fig. 251 
Pn le périmètre de cette figure. Divisons Tare AB en deux 
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parties égales par le rayon OC,. et menons AC, qui serais 
côté du polygone régulier de 2 n côtés. Soit P,, l'aire de 
ce polygone. 

On a))„^=nAB. D'ailleurs, le quadrilatère ACBO a pour 
mesure ^ AB. OC = ^ R. AB ; donc 

P„ = ^R.nAB. 
Ces valeurs donnent pn^^^P,,. 

Nous venons de voir que P^„ augmente avec n ; de plus, 
le facteur -^ est constant ; donc, etc. 

TIIËORËME XXII. 

De lous les Itianj^Ies qui ml même liaulïur d même n^le nppoSR à la bm. 
le plus pelil ni le Iriangje isoscèli. 

I. Soient le triangle isoscèle ACB et le triangle scalÈne 
A'CB', qui ont même hauteur CD , et dans lesquels les 
angles ACB, A'CB' sont égaux entre eux. Je dis que h 
base AB du premier est moindre que la base A'B' du se- 
cond. 

Ces deux bases ont une partie commune A'B ; donc il 
suffit de faire voir que l'on a AA' < BB'. Faisons tourner 
le triangle ACA' autour de CD, de manière qu'il vienne 
prendre la position BCE. Alors, à cause de l'égalité des 
angles BCB', ACA', il arrivera queBC sera ta bissectrice 
de l'angle ECB'. Nous aurons donc 



Mais l'oblique CE est plus petite que l'oblique CB' ; 
donc, etc. 
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THÉORÈME XXIII. 

De toos les polygones d'nn même nombre de côtés, eireonserits à nn même 
cerde, leplas petit, eâ sarface et en périmètre, est le polygone régulier. 

Soit un polygone irrégulier ABCD, circonscrit à un cercle Fig. 253 
0. Parmi les c.ôtés de cette figure, il y en aura au moins 
un, tel que BC, dont le point de contact F avec la circonfé- 
rence ne sera pas le milieu de BC. Remplaçons ce côté 
par une droite B'C qui soit divisée en deux parties égales 
par son point de contact F'. Je dis que le nouveau polygone 
AB'C'D aura un périmètre moindre que celui de ABCD. 

La somme des angles B et C du premier polygone est 
évidemment égale à celle des angles B' et C du second. 
Si donc nous menons les droites OB, OC, OB', OC, bis- 
sectrices de ces angles, nous aurons aussi 

OBC+OCB = OB'C' + OC'B'; 

d'où, en prenant les suppléments, BOC=B'OC'. 

Il résulte de là que les deux triangles BOC, B'OC peu- 
vent être regardés comme ayant même hauteur et même 
angle opposé à la base ; donc, par le théorème précédent, 
B'C'<BC. Cette inégalité donne B'F'+F'C'<BF +FC ; 
d'où B'E+BT'+F'C'+C'G<BE+BF+FC+CG; etc. 

Ainsi, tant que le polygone considéré ne sera pas régu- 
lier, on pourra diminuer son périmètre, et par suite sa 
surface. Le polygone minimum -est donc régulier. 
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THâORÊME XXIV. 

D« dCBi polygones rrf:ulien,ciKonsfril;s à an même cerel«,celai qni ■ l(|iiis 
pand nombte de eoléii es\ le plus pelil en surface et en périmèirr. 

En effet, un polygone régulier circonscrit, de » côtés, 
peut Être regardé comme uo polygone irrégulier de (n+l) 
calés; donc, d'après le théorème précédent, il est plu» 
grand que le polygone régulier, ciruonscril, de (n-t-D 
c6tés, etc. 

THÉORÈME X\V. 

81, tnr la denx Et|menU AG, BC Aa diamètre AB d'nn cercle 0, sn demi, de 
part et d'autre de cette droite , druï demi-eircooréreiicei \DC , CEB, la 
ligneADCËD, formée pur ressemble de txi dciudemi-circoaEèrenm. 
purlnge leeercleeii deux sr^meiils proportioDueis auv deux aegiuenli à 
diamètre. 

Les demi-cercles décrits sur AB, AC, BC sont entre ein 
comme les carrés de leurs diamètres ; donc 



AB={AC+BC)*, et BC— AC= (AC + BC) (BC-AC); 

. A FBECD (AC+BC) + (BC—AC ) BC 

. AGBECD^'(AC-i-BC)-{EC-AC) AC' 

Remarque. La somme des demi-cireouférences ADC 
CEB est équivalente à la demi-circonférence décrite sur AB. 
Il résulte de là et de ce qui vient d'ôtre démontré , que si 
l'on divise te diamètre d'un cercle en n parties égales, jinh 
que sur chacune des couples de segments ainsi déterminés. 



/ • / / 
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m décrive, de part et d'autre de ce diamètre^ des demi-dr- 
conférences y on aura partagé le cercle en n parties équiva- 
lentes en surface et. en périmètre. 

THÉORÈME XXVI. 

Un trapèze eirenlaire ABCD a poar mesare la demi-somme de ses basés AB, 

CD, multipliée par sa hanleur AC. 

Le trapèze circulaire ABCD est la différence des secteurs Fig. 255 
semblables AOB, GOD ; donc, en représentant par T Faire 
de ce trapèze, et par a le rapport de Tangle AOB à quatre 
angles droits, nous aurons 

T=a.7r(ÂÔ— CO). 



Or, AO— CO=(AOh-CO) AC; donc T=a7r (AO+OC) AC. 

D'ailleurs , an (AO + OC) représente , évidemment , la 
demi-so0une des arcs AS , CD ; donc, etc. 

THÉORÊMB XXVII. 

Une coaronne eirenlaire, comprise entre deox circonférences concentriques , 
est équivalente au cercle ayant pour diamètre une corde de la grande cir- 
conférence, tangente à la petite. 

En effet, on a, pour l'aire C de cette couronne, Fig. 256 



C=7r(0B — OA) =7r(0B H-OA)(OB— OA). 

Or, OB+OA=OD+OA=AD, OB — OA = AB. De 

plus, la tangente AE est moyeuue proportionnelle entre AD 
etAB ; donc 

C = 7rAE, etc. 
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Connni»anl Jes pértmélres p, P de deux polygonts ré^nlicrs semblsbles^ 
l'on inscril, l'anIrE eirconscril, déterminer les péritoèlre; //, F des polf- 
gones réguliers inicril cl circonscriL, d'nn Dojubre AaaUe de eSIés. 

'. ÂB étant le côté d'un polygone régulier de h rôtés, inscrit 
k un cercle ; metions la tangente CD, parailclo à AB. fl 
terminous-la aux rayons prolongés OA, OB : CD sera le 
côté du polygone régulier circonscrit, homologue à AB. 

Joignons le point de contact E, milieu de l'^irc AB , ïu 
point A : la corde A£ sera le côté du polygone régulier 
inscrit, de 2 k côtés. Enfin, si nous menons les bissectrices 
OF, OG des angles AOE, EOB, la partie FG Je CD ser,i 
le côté du polygone régulier de 2 » côtés , circonscrit .lu 
cercle 0. 

Nous aurons donc, en premier lieu. 

p=n.AB, P=n.CD, p'=2n. AE, P'=;2n. FG. 

Pour évaluer P' en fonction de j) et de P, observons qiie 
la bissectrice OF elles parallèles CD, AB donnent 

CF CO CO CD 



d'où 



CE CD+Alt 



Si l'on multiplie par 4 n les deux termes du premier 
rapport, et par n les deux termes du second, on obtient, à 
cause des valeurs ci-dessus 

^ — p+p- 
Pour obtenir p', observons que les deux triangles rec- 
tangles EIF, AHF sont semblables, et donnent 

|Ji=?.? d'oùÀË^aAII.EF. 



' f f ^ f 
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En multipliant les deux membres par 4n*, et extrayant les 
racines y nous aurons donc 

Remarque. A Taide des formules que nous venons d'ob- 
tenir, on peut prouver que la différence P' — p' entre le$ 
férimètres de deux polygones réguliers de 2 n côté^^ in- 
scrit et circoMcrit à un cercle donnée est jnoindre que le 
quart de la différence P — p entre les périmètres des poly- 
gones réguliers de n côtés^ inscrit et, circonscrit au mime 
cercle. Mais on parvient plus rapidement au même résultat 
en employant la démonstration géométrique suivante, don- 
née par M. Bertot. 

SoieAt, comme précédemment, AB , CD les cAtés des p^^^ 251 
polygones réguliers de n côtés, inscrit et circonscrit ; et AE 
le côté du polygone régulier inscrit, de an QÔtés. Si nou9 
menons la tangente FG parallèle à AE, et que nous la ter- 
minions aux prolongements des rayons OA, OE, cette tan- 
gente sQra le côté du polygone régulier circonscrit « de 
2n côtés. Nous aurons donc 

p=n.AB=2 n. AH, P=2n.CE, i>'=2n.AE, P'=2n.FG; 
en sorte qu'il suffit de démontrer la relation suivante : 

FG— AE<J(CE— AH). 
Menons AML parallèle à OE; nous aurons FMrsFG—AE, 
a=:GE— AH; et TinégaUté deviendra FM < jCL. 

La corde KE étant, bissectrice de Fangle CEA , oa a 
IK<5lN; d'où, en menant APQ paraUèlé k OKN : AP<Î AQ. 

_ • 

Il résulte de là qu'une parallèle à CL, menée par le point P, 
et terminée aux côtés de l'angle QAU Serait plus petite que 
le quart de CL. Or, FM étant également inclinée sur les côtés 
de cet angle , est moindre que cette parallèle ; donc, etc. 

13 



F 
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PROBLÈME II. 

Connaiisant les uircs A, Dde ileni pnly^ones regnlim semhlabks , l'uDii- 
wril, l'ulrt ciROMtril , trouver ki aires A', B' des polygonei régulim 
instrilcl circouscril, d'un aoEubre double de eâlïs. 

■ Rg. 257. En conservant les constructions précédentes, et en ap* 

peliuit n le nomhre des côtés de chacuti des deux, premiers 

polygones, nous aurons 

> A^ân.AOH, B=2».C0E, A'=2n.A0E, B'=4tt.F0E. 

Cherchons donc des relations entre les aires des triangles 

AOH, COE, AOE. FOE. 

^ Les deux triaugles AOH, AOE ont uiêmc hauteur ; donc 

jpP" ' AOU__011 



De même, les deux triangles AOE, COE ont môme hau- 
teur; donc 

AOE 0* 

COE UC " 

Mais, à cause des parallèles, ^^=^^t tanséqaemniTA , 



La |>rebiière relation «st donc A'<=s/AB. 

Pour obtenir ta seconde, observons d'abord qne les deui 
triangles COE, FOE, qui ont mâme hauteur, donnent, à cause 
de la bissectrice OF : , 

COE CE OC+OE 

POB FE*^ OE * 

li«isÛE7=0A. et Von a. 

OC__01 AOE. 

QA OJl~A(]H" 



donc 
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COE A()E-4-A0H 



FOIS AOH 

Multipliant les deux termes de chaque rapport par 4 n, nous 
obtenons ^=:£±:î:' ou 



A+A'* 

Bemarque. On peut démontrer assez simplement que la 
différence B'r^k' eiiire les aires des polygones inscrit ei 
circonserUj de^n eôtésy est moindre que le quart de la diffé- 
rence B^— A ei}tre les aires des polygones inscrit et drconr 
scrit^ de n côtés. 

Observons d'abord que ces deux différences sont pro- 
portionnelles à AFE et ACEH, Conséquemment, il suffit de 
faire voir que le triangle AFE est moindre que le quart du 
trapèze ACEH, ou que Ton a 

FE<J(CE + AH). 

Soit K le point de rencontre de la bissectrice OF avec AH : 
nous anrons FE=3 AP=AK==KE, attendu que AE est 
la bissectriec de Vangle FA'B. L'inégalité précédente se 

réduit donc à FE < J (CF + KH) . 

Or, les deux triangles rectangles CAF, EHK sont sem- 
blables ; çt ils donnent 

CF AF CF FE 

Il KH' ^^ FE KH' 

Mais on sait que la moyenne par quottent est moindre 
que la moyenne par différence : Tinégalité est donc démon- 
trée. 

Ajoutons que la relation B' — A'<^ (B— A) peut, aussi 

bien que l'inégalité P'— p^<i (P — p), être obtenue par un 
calcul simple. 
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PROBLÈME 111. 

1^ * Connitutnl le rajto R el i'apolbmc r d'un polygone régfllier , tima h 
^■f niyoti W el l'upothème ;'' d'un polygone régulier isopérimèlre , eld'Di 

jÊf nombre double de cAlé«. 

fiR. 959. Soient AB le côté du premier polygone ; 0, son centre. 
' OA=Rle rayon du cercle circonscrit; 0D=^ r l'apo- 

thème. Prenons le milieu C de l'arc AGB. Menons AC, CB ; 
puis OA' perpendiculaire à AC, et OB' perpendiculaire à BG. 
Il est clair que la corde A'B' sera la moitié de AB, et que 
f l'angle A'OB' sera la moilié de AOB ; d'où il résulte que 

OA' sera le rayon R' du second polygone, et que OD' sera 
son apothÈme >■'(') . 

Cela posé, le point D'est te milieu deOD, etOA'est une 
moyenne proportionnelle entre OC et OD' ; donc 
!l r'=i(r + R),R'=»'^i^. 

Ainsi, le second apothème est une moyenne par différence 
entre le premier apothème et tepremer rayon ; et le second 
rayon estune moyennepar quotient entre lepremier rayon 
et le second apothème. 

Bemarques. i" La flècheCD est égale à R — r; et si, du 
pointO pris comme centre, nous décrivousl'arc A'EB'.nous 
aurons R'— r'=ED'. Or, la corde A'E est bissectrice de 
l'angle CA'D' ; donc, à cause de A'D' < A'C, on a 

ED'<iCD', ED'<ÎCD, 
ou enfin R'— r<j(R— r). 

(■) Celte étante construction est due i, fen H. Léger, chef d'insti- 
tution à HoDlmorency. (Vojeï NouveUu Annalu de MaIhéauMi/m, 
tonte V.) 
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Aiosiy la différence entre le second rayon et U MMid 
apothème est moindre que le quart de la d^éreiuie entre le 
premier rayon et le premier apothème. 

2® Les formules ci-dessus sont beaucoup plus simples 
que celles qui résolvent les Problèmes I et U. Mais, ainsi 
que M. Vincent l'a fait voir , on peut ramener celles-ci aux 
premières. Prenons, par exemple, les deux relations 



A+A' 



Posons A;=- » B=j> ^'=^9 B'=^; et nous obtien- 
drons, par un calcul trèsrsinq)le, 

PROBLfiHB IV. 

Conndssant les périmètres de deux polygones régoliers inscrits, rnn de n 
eôtés, l'antre de Sn eèlés, trouver le périmètre da polygone régulier in- 
scrit, de in côtés. 

Nommons|),p', j/les périmètres successîÉs ; nommons 
P, F, P^ les périmètres des polygones réguliers circonscrits, 
respectivement semblables aux premiers polygones. Nous 
aurons, par le Problème I : 

Si, entre les trois dernières équations, on élimine P' et 
P", on aura la relation cherchée. 

Or, P'=— ; d'où, en substituant, P=:-JL,; puis enfin 
p p+p 

r = ^. 
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Remarque». 1" Si, dans uq cercle donné, on ioscrit upe 
iém indéfinie de polyi^ones l'éj^idiers, dout les uonibresde 
cMés> ailleiil sans cesse en doublant, on aura, eu représen- 
lantparpi, }it,Pi.-- Pi-i. Pt. P*+i,-.. les périmètres de 
ces polygones : 

2" Cette formule peut élrc écrite ainsi qu'il suil : 

^••'' (£)-'■ 

Si doui; nous représentons généralemeni par m^ le rap- 
port du périmètre ;»*+, au périmètre /)* , nous aurons 

3" Si, au lieu d'éliminer P' etP" entre les équations ci- 
dessus, ou éliminait fi et p', on trouverait des résuilaK 
moins simples que ceux auxquels nous venons de parrenir- 

PROBLÈME V. 

Conndisynl Ifï im% de deux polygones réguliers iDserilsJ'uiide)! eiilés, 
l'autre de ^ n culés , trouver l'aire du polygone régulier inscrit, de l n 
foli;s. 

Les formules du Problème II donnent, par un calcul sem- 
blable à celui qui précède, 

^ A+A' 

Remarques, l" Laloides oire« est la même que lakiès 

périmètres. 
2" Nommons A,, Ai,A»,... A»_,, A», Ai+i,... les aires 



des po^geoes dont les périmètres ont été t^pvéidDté& par 
Piy Pt9 Psf •••? et nous aurons 

puis, en appelant X*le rapport ^~ii, 

r 

PROBLÈME VI. 

CiuttiMaQl In wyoBS R, R' de deux polygones réfilien ÎM^mèlNi^ rm 
de n eôlés, Paatre de S n côtés , trouver le rayoa R'^ du polygone rtfolier 
isopérimètre, de i n côtés. 

Lès formules du Problème m donnent 

• 2R * 






d'où, en général, 

Remarques. 1^ Si Ton emploie les plus simples formules 
de la trigonométrie^ en arrive, à Taide de la relation précé- 
dente, à un résultat assez remarquable. En effet, les rayons 
Ri,R,,... vont san& cesse en diimonant; d§nc le rapport 

^ éimi plus petit que Tuniié, est égal au cosinus d'uii ceiv- 
tain arc a. Dès lors , -i = ^yt^îi-= cos ^ ; et , par 

cotiséquerit , ^ ^ cos ^,> 
Cette conclusion est, du reste, évidente à l'inspection de Y\g. 25Î 

OA' Rs 

la figure. Su effet, ôr~Rr "^ ^^ AOA'; donc , sembla- 
blement, 

Rs ^^« AOA' , 
jgp= cos — gf~» ^*'^* 



< 



2* Multipbons entre elles 
nous obliendrons 
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valeurs de tous les rapports: 



PROBLEME Vn. 

Cilculer les airu et les pêrtnièlres des polygones régalien de i, S, 1 6,... 
eolès, inscrits A ua cercle dooDé. 

Prenons pour unité le rayon de ce cercle, et comiueiiçoiis 
par déterminer directement les aires et les périmètres èi 
carré et de l'octogoue. Un calcul facile donne 



A, = 2, A,= 



/s-v'â_ 



Nous obtiendrons ensuite, par les formules 



~^'l-^-v^ 



=mi, 




La loi de ces valeurs est manifeste; et d'ailleurs, par un 
procédé bien connu, on pourrait démontrer qu'elle est gé- 
nérala. 

Remarquons maintenant que l'aire et le périmètre du 
polygone de 2*-^' côtés seront représentés par A» et pk, et 
que nous avons 

A,^5=Ai ^r^i-^--Àk-(, pii=p,.m,.m,.m,...mt-.i; 
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donc Aje=S. —ji.-rr' — ^. = ...« 

A étant le nombre des facteurs ; et 

fe+1 étant le nombre des factem*s. 

Par exemple, Taire et le périmètre du polygone régulier 
de 64 côtés seront représentés par 



Remarques. 1® Si on voulait passer au calcul numérique, 
ces formules seraient fort incommodes ; mais il est bien 
aisé de les transformer. En effet, si nous considérons par 
exemple la valeur de As» nous aurons , en divisant les deux 
membres par 

A» _.2 a a 2 « 



donc A^=^'\/ %^yThï/^^^. 

De même, P6=2* k 2-k 2-f.'^2H-J^2+^- 

En général, A*=2*-^ k^ITÏTp^.., 
i étant le nombre des radicaux ; 
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et Pj==2'^-+-' f'îZï^^l^T^ - . 

k+\ étant le nombre des radicaux. 

2" La comparaison de ces valears donne la relation 
simple 

S" £11 général, 1 

Ot représealani l' apothème; doac 

le nombre des radicaux étant k+i. 

4° A mesure que le nombre des côtés du polygone ali- 
mente, rnpolhèmc tend vers le rayon ; 
dont 2 =lim. l'a+(/~â-(-|/^.. {'). 

PnOBLËne THI. 

Ilanldoinè n d^l-etrcle 4CB, on abaisse, d'aniMial^eleHqitfidtli 

circonférence, une |ierpendiculaire CD sur lediumètre AB{mdctfU,iii 
les deux seginenis .\D,BD, pris comme diamèlres, des demi-eertlts 
AED, BFD. IJuelle est la mesure de l'espace curniigne ACOFDEt 

FiG. 260. Cet espace se compose du demi-cercle décrit sur AB, 
diminué des deux autres demi-cercles. 

Conséquemiuent, en représentant par A l'aire cherchée, 
nous aurons 

A=; TT [AB— AD— Bd']. 

Mais AB=AD+BD; d'où ÀB— ^— BD=2AD.BD. 

('] Les problèmes III et suivants peuveot servir i approcher du rap- 
port <le la circonfùreDce au diamètre. On peul consulter, sut ce sujei, 
les Nouvelles Annales de Matkénrntkpies. ' 
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Et comme CD est moyenne' proportionnelle entre ÂD et 
BD, r expression précédente se réduit à 

A= jTT.CD. 
Ainsi, la figure ACBFDE est équivalente au cercle décrit 
sur CD comme diamètre. 

PROBLÈME IX {*). 

On eonstrait, sur le diamètre AB d*nne circonférence C, un triangle équila- 
téral ABD ; on divise AB en un nombre n de parties égales, et f on J^ifit 
rextrémité E de la seconde division, avec le point D, par la sécante DEF. 
Qadle est rexpression de la corde AF? 

Prenons pour unité le rayon de la circonférence ; dési- Fig. 26! 
gnons, pour abréger, par $ la distance CE» laquelle est 

égale à 1—^. Représentons ÀF par x et DF par y. Enfin, 

abaissons AA' et CC perpendiculaires sur DF. 
Nous aurons, dans les triangles ADF, CDF, 

AF= DF+AD — 2 DF. DA', 

CF=DfVcD — 2 DF. DC. 

Le triangle ABD étant équilatéral, AD s=2 et CD = ^^ : 
les équations précédentes deviennent donc 

4j« = t/«H-4 — 2t/. DA% 
^ 1 =i,«+3 — 2t/. DC\ 
En retranchant membre à membre, on obtient 

^»=2— 2i/.A'C'. 
Pour évaluer A'C, considérons les triangles semblables 
AA'E, CC'E, DCE : ils donnent 

(•) Extrait de mes Éléments de GëoméMs. (É. C.) 
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Or, le rapport de la circonférence au liiamèire est égîl i 
3,141592...; etc. 

Cette construction a été donnée par M. Specht. 

PROBLEME XI. 

La c41m d'an décagone KgiAkt «l»îlé ABC..., inscrJl à nn mck 0, lor- 
mcDl, par leurs interseclions sncees^Ivcs, an polygone ré jcnlier K/AViV^- 
ayaal mgl c6lés. ^ucls »nt, « (ûDclioB da rayon K du cercle 0, l'aire 
P et le périmée p de ce pelygonc T 

FiG. 265. !• Menons la corde AH : nous formerons dens triangles 
Aalî, AHM, lesquels, coniine il est aisé de le voir, seront 
isoscÈles et semblables. Consétiuemmenl, 

Ou sait que AH^^R (1^5— 1), et que AM^^R (Th. II!)! 
donc Aa^|R(/5 — l)'=iR(5-|/T) (*). 

Eu répétant vingt fois cette valeur, nous auroos, pour 
l'expression du périmètre. 

p=10R{3-l^). 

2" Le polygone AaH/i... se compose de vingt triangles 
égaux à AoO ; doiic l'aire de ce polygone sera égale au péri- 
mètre multiplié par la moitié de l'apollième OP. Celui-ci 



a pour expression 1/ R' — ^AB^RI/ ^- 



■(\/5-i)' 



(') Il résulte de celle expression, ou île l'inspection de la ligure, que 
Aû+AH—R. On recODUiiU aussi que le c*tÉ Ao de notre polygone esi 
égal à la plus grande partie du cûté du décagone régulier conveic, 
parlagé en moyenne et extrême raison. 
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(Th. ni, remanpie 2«), ou, en simpUfiant , | R |/40— 2»^5. 
Conséquemment, P=^R»(3— ^^)^^10— 2|/^, ou 

P=|R«K50— 22K5. 

PROBLÈNB XIL 

Inierire , a lue eireonférenee donnée, un polygone régulier 

de trente-quatre côtés. 

Noos avons démontré ci-dessus (Th. YIU) qu'il estpos** Fig. 24 
sible de partager la circonférence en dix-sept parties égales, 
au moyeu de la règle et du compas. Il résulte immédiatement 
de là, qu'à une circonférence donnée , on peut inscrire le 
polygone régulier de dix-sept côtés , et par suite celui de 
trente-quatre côtés. Pour plus de simplicité, nous nous oc- 
cuperous de la construction de ce dernier polygone. 

Remarquons d'abord que si la circonférence G de rayon 
R, est partagée en dix-sept parties égales, la corde OAg, qui 
]oifit le ptfint As avec le point diamétralement opposé au 
point A«, est le côté cherché. Or, nous avons (voyez p. 178), , 

0A,+0A8=P, OA, . 0A8=R (0A«— OA,), 
ou OA, . OAg^RN. 

Lorsque P etN seront connus, ces deux équations dëter- 
mineront OAj, côté d'un polygone étoile, et OAg, côté du 
polygone convexe de trente-quatre côtés : OAs est évidem- 
ment donné par la plus petite des deux racmes. 

Pour déterminer P et N, posons M — ^N=a?, P— Q=a?'; 
alors, X et x^ étant supposés connus , nous aurons, eu pre- 
mier lieu M— N=a;, MN=R*, 
et^sttitâ P^Ô=x', PQ?=RV 
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Enfin, X et x' sont douués par les deux équations 

x—x'=R, xx'^AR: 

Nous pouvons maintenant nous proposer, soit la résolu- 
tion de ces diverses équations, soit la construction à la- 
quelle elles donnent lieu. 

Résolution. La première question ne présente aucune # 
ficuUé ; on oblieiil en effet, par les propriétés les plus sim- 
ples de l'équation du second degré, les valeurs qui suiveW- 
L x-^ R(l+1/Î7). a;-; R{-l+Vi7); 

'*'" - ' P-Jat— l-+-V^-t-/3*-îV/Î7J, N- ;R[- i~V^-^ 3t-\-V/vi\ . 
0A,-jR(-H-VT7H-l/ 3i-ïl/Î7)- 

ial^(— i+l/n4-K~3V-*l/Ï7)'-iB(~i-t/n+jA3H-îV/ÏT). 
Cette dernière valeur, développée, devient OAr=c= 

On peut réunir les deux termes : —2/34 — 2Kl1, 
2^o4(17 — 1^17); et l'on obtient, finalement, 

e-lR[--H+V^^+l/l^-^^/iï■-^^''■'■î-sl^ï^+Kï'o-"^■^■-»^'^H^V^î]■^ 

rto. 264. Conslruclion. Sur le rayon OÂ du cercle donné , pris 
comme diamètre, décrivons une circonférence ; élevons la 
tangente AD égale à 2 R; joignons le point D au milieu C 
de OÂ. par la transversale DC; et soient Ë, Ë' les points 
où elle coupe la petite circonférence. Nous aurons 

('] On peut encore réduire cette exprussiou ; car si l'on pose 

iKai+îvTÏ— (/ 170 — i6V'ï7— f , 

OD troute, par iint méthode indiquée dans tous les Traitée d'algëbte, 

r-=-k' nO-t-38VÏ7: 
Donc 

t—^-gi[—i+\/ri+y 3i-av'îï-a^iT+sv'n— k' iio-msVî:} 
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DE . DE'=ÂD=4R% DE— DE'=R ; 

donc DE=x, et DE'=x'. 

Sur ces deux Segments DE, DE', décrivons les demi-cir- 
conférences DHE.DH'E'; menons, perpendiculairement à 
CD, la droite DF égale à R; joignons le point F aux centres 
G, G' des demi-circonférences DE, DE^; et soient H, H' les 
points où les droites de jonction coupent ces lignes. Il est 
facile de voir que FH =N et que FH'=P. 

Actuellement, à cause de l'équation OÂs.OÂ|=RN, et 
d'après ce qui a été dit ci-dessus, OÂ^, ou c, est égal au plus 
petit côté d'un rectangle équivalent à celui dont les dimen- 
sions seraient R et N. Nous devons donc, préalablement, 
chercher le côté du carré équivalent à cette dernière fipre. 
C'est ce qui se fait en décrivant, sur DF comme diamètre, une 
demi-circonférence DLF, portant FH de F en K, élevant 
EL perpendiculaire à DF, et menant FL. 

Décrivons maintenant, sur FH'=P comme diamètre, 
une nouvelle demi-circonférence FMH^ ; menons MN pa- 
rallèle à FH^ et distante de cette dernière droite d'une 
quantité égale à FL ; puis abaissons MP perpendiculaire 
à FH'. Nous aurons FP-f-PH'=P, FP.PH'=PM=RN; 
donc PF=c. 

Remarque. A cause de l'imperfection des instruments, 
et de la multiplicité des constructions, il est bien difficile, 
dans la pratique, que PF soit rigoureusement la corde du 
trente-quatrième de la circonférence. Aussi, lorsqu'il n'est 
question que d'un problème graphique, on doit préférer, à 
la construction précédente, la méthode des essais ou des 
tAtormements. 



u 
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PROBLEME XUl. 

Cileiilcr, » mains At ft^OAOl, le r(i|iiiiirl ciilre k M ila polyitDnt rlgilin 
de treille -qualrc cftii's et le rayon du cercle cii'conscril. 

Reprenons l'expression 

ABn d'arriver plus rapidement au résultat, nous appli- 
querons les logarithmes. Mais, comme on ue peut elTectuer 
t par leur moyen, ni addition ni soustraction, nous cakule- 
fons séparément les diverses parties : 



l^3i + il/i7— E, V'C+D— tE-F. 

Les opérations prennent alors la disposition suivi 



Log. IT — i,s30uags 

A-a,is3io 

^log. tT «b 0,615a2il6 
Log, ae-l,tU9T335 



se\/ïT- 
no— 26 \/n - 

Log. - 



1,7979(72 
0,8989736 



K — 3,12310 -f- 
B — 5,07i8a -+- 
F — 6,73180 — 



1 v'n — 8,sui9' 
- a /Ï7 =■ a&,753M 

^ Ion. - 0,705*BM 
B -- 5,073(8î 



-I 



a Vil — 8,2t6iO 
Si + a \/ÎT = tî,a(eïo 

I lofi. = 0,81ï89U 
E= 6,499Ta 



3\/rT- 



1^,36930 



. 0,526i-lîî + 
■ 0,3010300 + 



DE GEOMETRIE ELKMENT/lIRE. 211 

Nous trouvons donc , pour le rapport cherché , 

5-=0,18454. 

Cette valeur, bien qu'obtenue par remploi des logarithme^; 
est approchée à moins de 0,00001 : car on trouve, par une 

autre méthode, ^=0,184538... 

PROBLEME XIV. 

blralef, à moins de 0,000 (, le rapport entre le cAté dn polygone téguller 
de dix-sept côtés et le rayon du cercle circonscrit. 

On sait qu'en appelant c et C les côtés des polygones 
réguliers, de2 n côtés et de n côtés, inscrits au cercle de 
rayon R, on a 



AppliqaODs cette formule, en remplaçant ]| par la valeur 

0,18454, trouvée ci-dessus. 

Noos aurons, 2+^=2,18454; 2— ^l,8i546; puis 

Log. 2,18454=0,3393600 
Log. 1,81546=0,2589867 

■ ■ I— — >i>^ 

0,5983467 

i =0,2991733 

Log. 0,1 8454 =r,2660905 



1, 5652638 =log. g. 

^=0,367505. 

On vérifie, par d'autres méthodes , que cette valeur est 
approchée à moins de 0, 00001 . 
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Remarijues. 1" Nous avons vu, précédemmenl, combien ' 
est i'owplii|uée la construction du polygone régulier de 
irente-qualr*! côtés . il en esl de uiôme pour le polygone de 
diï-sept côtés. Une construction approchée peut donc être 
utile. Or, si l'on compare la valeur ci-dessus avec celle qui 
donne le cflté du triangle équilatéral inscrit , on reconoail 
bientôt que if côté du polygone régulier imcrit, dedixsept 
eôléê, égale, à fort peu près, la demv4ifférence entre le c6U 
du triangle équilatéral inscrit et le côté de l'hexagone régvr 
Uer imerit. 

En effet, en prenant le rayon pour unité, le côté du 

# triangle équilatéral =:(/3=l,73205, 

1 



le côté de l'hexagone régulier ^= i . 



différence =0,73205. M 
p A =0,36602. ■ 

p Celte quantité diffère de C d'environ 0,001 ; donc, etc. 
2" Si l'on appliquait la construdioii générale indiquée 
dans le Problème IX, on arriverait à un résultat moins ap- 
proché, mais assez curieux. On a en effet, pour n=t7 : 
d='^, puis 2*:=^, valeur rationnelle et fort simple. 

Elle donne 2=0,37796.. ., quantité qui surpasse G d'ea- 
viron 0,02. 
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LIVRE Y. 



THËORANB I. 

Iionipe deux faces d'an angle trièdre sont égales, les angles dièdres 

opposés à ees faces sont égaux. 

Soit, dans l'angle trièdre S, la face SCA égale à la face Fw. 265 
SCB : je dis que les angles dièdres suivant SA et suivant SB 
sont égaux entre eux. 

Abaissons, d'un point quelconque de Tarête SC, d^per^ 
pendiculaires CA, CB sur SA, SB, et une perpendiâil£ure 
CP à la face ASB ; menons CA, CB, PA, PB et enfin SP. 

Les deux triangles rectangles CAS, CBS sont légaux 
comme ayant l'hypoténuse commune et un angle aigu égal ; 
donc SA==SB. Il résulte de là que les deux triangles rectan- 
gles CPA, CPB sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale 
et un côté commun ; donc PAC=PBC. Mais ces angles 
sont ceux qui mesurent les angles dièdres SA, SB) etc. 

Remarque. Si CP se confondait avec CS, les deux angles 
dièdres SA , SB seraient égaux comme droits. 

THËORËHE IL 

Dais tOQt trièdre, à une plus grande face est opposé un plus grand angle 

dièdre. 

Soit, dans l'angle trièdre S, la face ASC plus grande Fig. 265 
que la face BSC : je dis que Tangle dièdre SB sera plus 
grand que l'angle dièdre SA. 



Ltl4 TtJÉanËMES ET PROBLÈMEa 

En effet, en répétant la coustruclioii précédente, nous 
Bobtiendrnns d'abord les deux triantes rectangles CAS, CBS 
mS ont rhj-potéimse commune , ei dans lesquels l'angle 
I^Cest, par hypothèse, plus grand (pie BSC; donc (Théo- 
frèrup IX, liv. I) CA>CB. Or, ces deux demiÈres droiiss 
I lient deux obliques menées du point C au plan ÀSB ; dune 
['CAp<CBP;etc. 

♦ •^_ 

TUËORËUE 111. 

Peux angles iiiMm snnt éganx , lorsqu'ils ont t«a ^m j^alei , 
cbauune \\ cliacimË,ei semhlablcnivnl disputées. 

fis. 260. Soient les deux angles trièdres S, S'> dans lesquftls ^M 
^^^ ASB-cA'S'B', BSC — B'S'C, C8A=C'8'A'. fl 
^^^^B |>ftiH)iis, â partir des deux sommets S, 9', les six Su- 
^^^^'aneesSA. SB, SC, S'A', S'B', S'C égales entre elles. 
Conslruisons les deux triangles ABC, A'B'C; circon- 
acrivons, h ces deux triangles, les deux circouforences 0,0'; 
enSu, menons SO, S'C : ces droites seront perpendicu- 
laires, respectlfement, aux plans ABC, A'B'C 

n est d'abord visible que les deux triangles ABC, A'B'C 
sont égaux entre eux, comme ayant les câtés égaux, cLacun 
à chacun ; donc les deux cercles circonscrits 0, C sont 
égaux entre eux; d'oti il suit que les deux triangles rec- 
tangles SOA, S'O'A', qui ont Vhjpftéause égale eV «a «4ti 

égal, sout égaux. 

Si donc on transporte le trièdre S' sur le trièdre S. d6 

maDiërequel^ triangle A'B'C coïncide avec son égal ABC, 

' les deux centres 0, 0' coïncideront; la perpendiculaire O'S' 

prendra la direction de OS ; et, comme ces perpendlcn- 
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Uires sont égales, le sommet S' tombera en S. Donc les 
deux angles triëdres coïncideront. 

THÉORÈME IV. 

ftans toat angle trièdre, les plans bisseetenrs des angles dièdres se coopeit 

soiYantone même droite. 

Soient ASO le pian bissecteur de Fangle dièdre SA, et Fig. 261 
BSO le plan bissecteur de l'angle dièdre SB. Cas deux 
plans se coupent suivant une droite SO, intérieure k Tangle 
triëdre. Un point quelconque M de cette droite, appartenant 
à la fois auK deux plans ASO, BSO, sera également distant 
des trois faces du trièdre ; donc il appartient au plan biasee* 
teur de l'angle dièdre SG, etc. 

Remarques. 1^ Le lieu des points tels que chacun d^etnc 
soit également distant des trois faces du trièdre , se com- 
pose de la droite SO, et de trois autres droites SP, SQ^SR. 
Chacune de ces dernières droites est située, à la fois, dans 
m plan bissecteur intérieur f et dans deux plans bissecteurs 
extérieurs. 

2<> Coupons le trièdre S par un plan quelconque L, per- Fig. 26S 
pendiculaire à la droite SO. Soit A'B'G la section obtenue 
et soit 0' le point où la droite SO perce le plan L. Les 
traces des plans bissecteurs intérieurs seront les droites 
A'O', B'C, C'O'. Quant aux traces des plans bissecteurs 
extérieursy ce seront des droites NT', P 'M', MfN'respec- 
tirement perpendiculaires aux premières. En effet, la droite 
NT', par exemple, a été menée dans le plan L, perpendi- 
culairement à la trace A'O' du plan ASO; donc elle est 
perpendiculaire à ce dernier plan ; donc le plan bissecteur 



lesàtjt 
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extérieur, perpendiculaire au plan ASO, et passant par le 
point A', contiendra la droite N'P'; etc. 

Remarquous maintenant que les trois plans bissecteurs 
demies traces sontP'M', N'M', A'O'. se coupent suivant 
une même droite : donc leurs traces doivent converger ea 
un niÊrae point; donc A'0'prolongéepasseen M'. Ainsi; 
tout plan, mené perpendiculairement à l'intersection des 
trois plans higsecleurg intérieurs d'un trièdre, coupe lesà 
p{am bissecteurs snii'ant les trois côtés et les trois haute 
tTunmtme trianijle. (Voyez Th. i. liv. I.) 

3" Nous savons que les droites A'O'. B'O'. C'O' sent 
les bissectrices des angles du triangle A'B'C (Th. Il, liv. 
II). Donc les traces des six plans bissecteurs d'un trièàre. 
sur un plan L perpendiculaire à l'intersection destroisplau 
bissecteur» intérieurs, sont les six bissectrices du trionj/* 
suivant lequel ce plan coupe le trièdre. M 

Cette remarque peut recevoir son application dans cdS 
taines épures de Géométrie descriptive. 

THËORfilE V. 

Dut (nt ugle trièdre, lu pisns menéi par lei arèlei et par les bisseetrica 
i« faea epposéea le csnpent snivanl nne mtine droite. 

Fk, 269. Prenons, sur les trois arêtes, à partir du sommet, des 
^distances SA, SB, SC, égales entre elles ; puis, faisons pas- 
ser un plan par les points À, B, G. 

Le triangle SBC étant isoscëte, la bissectrice SM de l'an- 
gle fisc passera par le milieu M du côté fiC. Donc la trace 
du plan ASM sur le plan ABC, est l'une des trois médianes 
4u triangle ABC. De même pour les deux plans BSN, GSP. 
Or, le? \rm médianes se coupent en un même point, etc. 
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Remarque. Si l'on considère, indépendamment des bis- 
sectrices intérieures SM, SN, SP,les his^ecivkes extérieures 
des angles BSC, ASC, BSA, puis que, par chacune de ces 
droites etpar Taréte qui n'est pas avec elle dans une même 
face, on mène un plan ; on obtiendra trois nouveaux plans 
qui, combinés avec les trois premiers, détermineront trois 
nouvelles droites SÀ^ SB^ SG^ Il est facile de reconnaître 
que. A' étant la trace de SA' sur le plan ABC, le point M 
est le milieu de AA^ Et de même pour SB' et SC. 

THÉORÈME VL 

Dans tout angle trièdre, les plans menés par les bissectrices des faces, 
perpendieulairement à ces faces, se coupent suivant une mdnedroife. 

Prenons sur les trois arêtes, à partir du sommet S, les Fig. 270 
distances égales SA, SB, SG ; et menons le plan ABC. La 
bissectrice SM de la face BSG sera perpendiculaire au côté 
BC, en son milieu M ; et il en sera de même des bissectrices 
SN, SP à l'égard des deux autres faces. Conséquemment , 
les plans menés par ces droites, perpendiculairement aux 
faces correspondantes, auront pour traces, sur le plan ABC, 
les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du 
triangle ABC. Or, ces perpendiculaires se coupent en un 
même point ; donc, etc. 

THÉORÈME VII. 

Les plans menés par les arêtes d'un angle trièdre, perpendiculairement 
aux faces opposées, se coupent suivant une même droite. 

Soit ASM le plan mené par Tarête AS du trièdre S, per- Fig. 271 
pendiculairement à la face opposée BSG. Soit, de même. 
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^^^^ BSN le plan mené par BS, perpendiculairement k la fncc 
^^^H ASC. Ces deux plans se coupent suivant une droite SO ; ei 
^^^V s'agit de faire voir que le plan OSC sera perpemlimlaîri! 
^^m felafaceASB. 

^^H Par un point quelconipie de la droite OS, menous UD 
^^^1 |)1an perpendiculaire à cette droite ; et soit ABC le trian- 
^^^1 gle déterminé par les intersections de ce plan avec les trois 
^^^H ftces de l'angle trièdrc. Menons les droites AOM, B0r4, 
^^^B COP, et joignons le point P au sommet S. 
^^^B Le plan AMS, ipii contient une droite perpendiculaire an 
^^^Kfilan ABC, est perpendiculaire à ce dernier plan ; d'ailleurs 
^^^^Rfl a été mené perpendiculaire au plan BSC; donc la droite 
^^^VBC, Intersection des plans ABC, ESC, est perpendiculaire 
^^^^^^ AMS; donc elle est perpendiculaire àla droite AISI, c'est- 
^^^^«•dire que cette dernière droite est la perpendiculaire menée 
^^^^Kiar le sommet A du triangle ABC, sur le côté opposé BG. 
^^^^r Par un raisonnement semblable , on verra que BN est la 
perpendiculaire abaissée du sommet B sur le côté AC ; donc 
(Th. I, liv. I) COP est perpendiculaire à AB ; doDC le plia 
CSP éBt perpendiculaire à AB; etc. 

THËOHËMB Vm. 

DiDi tcot Irièdre, la sommé des angles Tormés par let arèles aree kl tHistctrim 
des Caees opposées, est moindre que la somme des faces. 

FiG. 272. Coupons l'angle trièdre B par un plan ABC, perpendicu- 
laire, eu un poiut M, à la bissectrice SM de la face ESC. 
Menons la droite AM, et prolongeons cette droite d'une 
quantité égale MA'. Enfin , tirons SA', CA', BA'. 

Le quadrilatère ÂB A 'C, dans lequel les diagonales se 
conpeat mutueUeiseDt en parties égales, est un parallélo- 
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gramme; donc CA'=AB et BA'=AC. En outre, SM est 
perpendiculaire au milieu de AA^ d'oii il résulte que 
SA=5A'. On conclut de là que les deux trièdres SABC, 
SA'CB sont égaux entre eux. Or, dans Tangle trièdre 
SABA^ la face ASA', double de ASM, est moindre que la 
somme des deux autres. Gonséquemment, 

ASM<A52±^. 

Ainsi» fangle formé par f arête AS et par la bmectriei 
de la face apposée^ est moindre que la demi'sonme des deus 
mtres faces. 

Cette propriété démontre le théorème (Voyez Th. X, 

Hv. I). 

THËORÈMB IX. 

La somme des dièdres (Pnn angle polyèdre eonvexe de n faees est comprise 

entre intiî (n— î) dièdres droits. 

B'ahord, chacun des dièdres d'un angle polyèdre convexe 
est moindre que 2 droits ; donc la somme des n dièdres 
sera moindre que 2n droits. 

En second lieu , si Ton fait passer des plans par une 
arête de'l'angle polyèdre et par toutes les arêtes opposées, 
on décompose cet angle en n — 2 trièdres, dans chacun des- 
quelâ la somme des dièdres est supérieure à 2 droits, etc. 

THÉORÈME X. 

Deux angles trièdres symétriques SABC, SA^BX', sont équivalents. 

Prenons, à partir du sommet commun S, les six distances Fie 271 
SA, SB, se, SA', SB', SC, égales entre elles : les deux 
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^^^H triangles ABC, A'B'C seront égaux entre eux, et leurs 

^^^H plans seront parallèles. Conséquenunent, si nous menons 

^^^V SP perpendiculaire au plan ABC, le prolongement SP'de 

^^^B celte droite sera perpendiculaire au plan A'B'C. De plus, 

^^^H comme les obliques égales ont des projections égales, les 

^^^H distances PA, PB, PC seront égales entre elles ; et il en 

^^^1 sera de même pour P'A'. P'B', F'C On conclut de là que 

^^^H le Irièdre SAPB est isoèdre, et qu'il est égal à son symî- 

^^V trique SA'P'B'. De même, SBPG est égal à SBT'C, el 

^^^1 SCPA est égal à SC'P'A'. Les deux trièdres donnés soot 

^^^H donc composés d'un même nombre de parties, égales cba- 

^^^B cune à chacune, mais non pareillement assemblées; c'est- 

^^^H à-dire qu'ils sont équivalents. ^h 

^^H théorème; \i. ^I 

^^^B Ton! mfif trièdre est équlTnknl à l'excès île la demi-somme 

^^^^' de ses trois angles diMres sur un dit'ilre droll. 

F». 275. Si nous prolongeons les faces du trièdre SABC, nous for> 
moDS le trièdre SA'B'C, symétrique du premier, el trois 
trièdresSBCA'.SÂCB', SABC. Or, 

trièdre SABC + trièdre SBC A '= dièdre SA, 

trièdre SABC + trièdre SACB'= dièdre SB, 

trièdre SABC +trièdre SABC'=dièdre SC. 

Dans la seconde égalité, remplaçons le trièdre SACB' 

par son équivalent SA'C'B ; et nous aurons, en observant 

que la somme des trièdres situés d'un même cdté du plan 

SABC est équivalente à 4 trièdres tri-redangles, ou à 3 di^ 

dres droits : 

2 tr. SABC+2 di. droits=di. SA+di. SB+di. SC; 
etc. . 
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THÉORÈME XIL 

Toat angle polyèdre eonvexe est équivalent à l'excès de la demi-somme 
de ses angles dièdres sur autant de dièdres droits, qu'il a de faces moins 
deux. 

On démontre ce théorème en décomposant Tangle po- 
lyèdre en angles trièdres, au moyen de plans diagonaux. 

THÊORËHB XIIL 

Tout plan, parallèle à deux côtés opposés d'un quadrilatère gauche, 
partage proportionnellement les deux autres côtés. 

Soient E, F les points où le plan MN, parallèle aux c6tés Fig. 274 
âB, GDy coupe les deux autres côtés AD, BG. Je dis que 

AE BF 

ED FC* 

Faisons passer, suivant CD, le plan PQ parallèle à AB et 
à MN. Menons, par le point A, une parallèle à BG, et soient 
G, H les points où elle perce les plans MN, PQ. Enfin, 
tirons EG, DH : ces droites seront parallèles, comme étant 
les intersections de deux plans parallèles, par un troisième. 
Conséquemment, 

AE AG 

ED GH* 

Mais les droites AG^ BF sont égales , comme parallèles 
comprises entre plans parallèles. De même, GH=FG, etc. 

Réciproque . Toute droite, qui divise proportionnellemetit 
deux côtés opposés d'un quadrilatère gamhe, est dam un 
plan parallèle aux deux autres côtés. 



t TflliOKEMKS ET PROBLEMES 

THËORËHB XIV. 

SI mie iiremifre droite £F portiige proiitftiunnelleaiPAt inx Met oppotit H, 
{£ d'un i|nidrilil^rf pBUcbe &BCD, el »i nue ti^i^nndt inllv GK partage pn- 
pnrlinnnrlIi'inciilIfH deux aulrta cAtês du «jiiiidrilul^n : ("crsdttuïdnilis 
inni dans iin nii'mc f\ua ; 1" dinciine d'i'lli's fâ fnttafiv par l'anlre cndw 
irpincoU proiioniDnnïli aux tcguii'nti d» niilvt ija'elle ne rcuontre pu. 

i. 375. \ Siiivaut AB, faisons passer un plan P parallèle h CD. 
et, conséqiieiiiment, parallèle à GH. Par les points C, D, H, 
G menons ce, DD', HH', GG' parallèles àEF, et soienl 
C, D'i H', G', les points oti ces droites percent le plau P. 

Cela posé, observons que le plan des parallèles CC, FE, 
BD' coupe le plan P suivant une droite CED', parallèle à 
CD. De plus, les deux droites BC', AD' sont parallèles, 
comme étant les întei-sections du plan P p:ir les plans pa- 
rallèles ADD', BCC, 11 s'ensuit que les triangles BEC, 
AED' sont semblables. 

Nous avons, par hypothèse, 

AH HD, 

BG 5(!' 
d'où, à cause des parallèles. 



Si donc nous menons G'E et H'E, les deux triangles 

BG'E, ÀtïT seront semblables, comme ayant ua angle 

égal compris entre cAtés proportionnels. 

Par suite, les angle$BEG',AEH' seront égaux, etCEB 

.^sera une lipe droite; donc G'H'HG estun quadrilatère 

Nflan, etc. 

2* Soit I le point de rencontre, des droites EP, GH; ofl 
aura EI=HH', EF=DD'; d'où, à cause du triangle ADD': 
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El AH BG 
IF UU GC 


et, de même. 






m AE DF 
IG £B FG* 



Remarque. Chacune des deux droites EF, GH est dans 
un plan parallèle aux deux côtés qu'elle ne rencontre pas. 

THÉORÈME XV. 

font plan transversal détermine, sur les qnatre côtés d'an quadrilatère gan- 
ehe, huit segments tels, que le produit de quatre segments qui n*ont pas 
d'extrénoiUés communes, est égal au produit des quatre autres. 

Soit le quadrilatère gauche ABCD, dont les quatre côtés Fia. 276 
sont coupés par un même plan P, aux points E, F, G, H. 
Jadis que Ton aura 

AH. DF. CG. BE=AE. BG. CF. DH. 

Soit M le point de rencontre de la diagonale BD avec le 
plan P : les transversales FG, HE concourront en P ; et Ton 
aura (Th. YIH, liv. HI), dans le triangle ABD : 

AH. DM. BE=AE. BM. DH; 
et dans le triangle BCD : 

DF. CG.BM=DM.BG. CF. 

Multipliant membre à membre, et supprimant DM et BM, 
on obtient la relation demandée. 

Remarques. 1® La réciproque de ce théorème est vraie. 
EUe renferme, comme cas particulier, le Théorème XIH. 

2<* Si le plan P était parallèle à la diagonale BD, on au- 
rait 

AH HD DF CF 

AE EB ' BG 'CG^^*'^* 
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THÉORÈME XVL 

Dans (onl quiidrilslire gauche, lu rnHieax îles (Mh ionl les si 
d'uu parallélogramme. 

La démonstration est la même que celle du Théorème Y, 
livre !. 

THEOREME XVll. 

Dans loul quadrllalèrc puvhe, le point de rencoolre <les droites qui joigneil 
les milieiu des râles u]i[iosês, est siUié an milieu de la droite qui jaml 
les milieux des diagonales. 

(Voyez Tli. VI, liv.I.) ^_ 

THËORËHB XTIII. ^| 

I TnI plan Itamsvetsal \Y détermine, snr tes ebtés Haa triangle ABC,!!! 
segments le's, que le produit de trois segments qui n'ont pas d'eitréniitéi 
eemmaam, esl égal na piWuil dm ItQU aalten. 

Fia. 277. Le plan XY coupe le plan ABC suivant une transversale 
HN, et les points de rencontre de cette droite avec les côtés 
du triangle, sont ceux, où ces côtés percfint le plan X¥. La 
proposition est donc ramenée au Th. VIII du liv. III. 

THËORÈHE XIX. 

Si les eUts d'an polygone ganebe sont coupés par un plan trannenil, le }n- 
duil des segments qui n'ont pas d'eitrémités communes sera égal an pro- 
duit des antres segmenta, 

(VoyezTh. Xl.liv. m.) 

Remarque. Ce Théorème est la généralisation du Théo- 
rème XV. 
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THÉORÈMB XX. 

S, parue iroilei|oele«iqM XY, et parlet diliéreBls lonmelsd'ii palygMe 
|MdM ABC... ayant un nambre impair île eètéi, on fait paner dei plan 
(|m paitagcsl iea eétét respectivement appelés à ees sommets, ekaen ei 
d«a lepaeits ; le produit des segmente qui n'ont pu d'eitrémilés eom- 
■mes sera tpl an produit des autres segmente. 

Projetons la figure sur un plan quelconque P perpendi- Fïg. 378 
culaire à XY ; et soit A^ 'CD 'E' la projection du polygone 
gauche. Les traces des différents plans AXT» BXY,... se- 
ront des droites Â'O^ B'O... , passant toutes par un môme 
point 0» projection de XY. De plus, les points a', 6'..., où 
ees transversales A'O, B'O,... couperont les côtés CD', 
D^%... du polygone plan, seront les projections des points 
0, &,.«• où les plans ÂXY, BXY,... sont rencontrés par les 
côtés CD, DE,... du polygone gauche. 

Cela posé, les deux segments déterminés sur un côté quel- 
conque du polygone gauche, par exemple, sur le côté CD, 
sont proportionnels aux deux segments déterminés sur la 
projection de ce côté, attendu que CC, DD', aa' sont trois 
parallèles. Or, nous avons, dans le polygone plan, 

A'd'.B'e'.CV.D't'.E'c'=AV.E'*'.DV.CV.B'd' 

(Th. xn, Uv. m). 

Nous aurons donc aussi, dans le polygone gauche, 

Ad.B^. Ca.Dft.£<^:==:Ae.Eft. Da. Gi. Bd. 
C'est ee qu'il fallait démontrer. 

Remarque. Le théorème qui précède peut, de la même 
manière, se déduire du Théorème XI (Liv. III). 
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THÉOBJilIR XXI. 

Lonqu'nne droite AB en pirta|!ée m iin upmnU AC, BC prnpnrttmnull 
aiu nombrei b,a: si, (IrspoinU A, B, (1 on sbaisu.iurunplun qifl- 
MDque XV, des perpendicDUircs AA'. OB', CC, on a 
(a+6)CC'=a. AA-H-é-BB". 

Ce ihëorème se démontre, à fort peu près, iionirae le 
Th. I dttLIv. m. 



L 



THËonÈME JXII. 

[Uni donné Qn ijilimo de poinb A, 6, C,-.. en jieil 1«njenn détemiur 
in puiot Ici, |]UC fa iiilaue à m plan quelcnnque XY toit ègalr. ill 
moyenne niillunélique entre les di.tlancra , an m(me plan , îles pailU 
«.B.C.. 

(VoyesTh.n.Liï. m.) 

TBtOllWI HUI. 

bianoeJei cinàtodilUneade n p«uljA,B,C,... iu^^ 
èM4M 8, eél f|alé i là somme de! eirrfs det diilaneet dei mtmet fia 
i leni eenMt, «(lilUle de « (oll le (DK le SO. 

(Vojez Tii. m, Llï. m.) 

THiOlUillE HIV. 

Le Hen gé«B)<lriqne det points tell qs^ Il i4ttlM dN Uiftl dé* Aulem 
dt elueu d'eu i des polnb donnée A, 8, C,... Mil eoM l uti , «iliie 
tpbén qni a ppor eenire le centre des mofennei diitueéi ta piU 
A, B, C... 

(VojKTh. IV.yï.m.) 
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THÈORÈNB XXV. 

Si| lam on anglt polyèdre conveie doit toutes les faces, excepté mie, sobI 
eanstaiiteii on fait varier an seal des angles dièdres opposés à cette face, 
de mamèK qne l'aDgle polyèdre reste convexe, la face variable aHgmen- 
tera si Fangle dièdre augmente, et elle diminuera s*il diminue. 

Supposons, par exemple , que dans Tangle polyèdre S, Fig. 279 
fUpposttOBTeie, on fasse yarier l'angle dièdre SD^ opposé 
à la fiiee ASB ; supposons de plus que les autres angleé 
dièdres SG9 6E, SF n'éprouvent aucun changement, et 
qtt*aoosoitde même à l'égard des faces BSG, GSD,... FSA. 

Si Ton mène les plans ÂSD, BSD, on décompose l'angle 
polyèdre donné, en un angle trièdre SABD, et en deux an- 
lies polyèdres SÂFED, SBCD. Or, il résulte des hypo- 
thèses précédentes^ que ces deux derniers angles polyèdres 
sont constants. Par suite, la variation de Tangle dièdre SD, 
dans l'aogle polyèdre donné, est égale à celle de l'angle dièdre 
SD, dans l'angle trièdre SABD. D'ailleurs, on sait que li 
un angle trièdre SABD a deux faces constantes ASD, BSD, 
la troisième face ASB augmente ou diminue suivant qtia 
l'angle dièdre opposé augmente ou diminue ; donc^ etc. 

. Bemarque. Au lieu de supposer que l'angle dièdre SD 
varie settlf on pourrait faire varier successivement plusieurs 
des angles dièdres opposés à la face ASB. Par conséquent, 
5i, dans un angle polyèdre convexe dont toutes les faces, et' 
uptiunCf sont constantes^ on fait varier ^ dans le même sens^ 
quelqueg'Uns des angles dièdres opposés à cette face^ de ma^^ 
niire que T angle polyèdre reste convexe^ la face variable 
augmentera si les angles dièdres m% augmenté^ et elle 
diminuera sHls ont diminué. 



Zi8 THEOREMES ET PROBLEMES 

THÉORÈME XXVI. 

Si l'on tail varirr il'nDt rnsniite quclfunqae Iw aii^lri dirdrci d'un paljèilro 
couveic donl les hta it>a\ fonsUmles ; que l'un m^lle k 5ign<? + si" 
Tirèle Je chaqne didre qai BUgracBle, le signe — sur l'arêle de ciiifm 
di^re qjjl dlminite, puis que l'on fssie le tour ealier de l'ungle poljèdre; 
DD Irouvera au nioinii qualre variations de signes. 

Il faut que l'angle polyèdre considéré ait plus de trois 
faces, sans quoi riiivariabilité de celles-ci entraînerait l'in- 
viriabilité des dièdres. De plus, on suppose que l'angle 
pnlyèdre reste convexe après comme avant ]a variation de 
ses angles dièdres. Cela posé : 

1" On ne peut pas supposer pe tous les dièdres aieol 
varié dans le même sens, car^ alors , d'après le Théorëoie 
précédent, il j aurait eu variation d'une au moins des faces. 

S' En disant le tour de l'angle polyèdre, on ne trouvera 
pas une seule série de signes +, suivie d'une seule série 
de signes ~ . 

En effet, supposons que dans l'angle polyèdre S, its 
arêtes SB, SA., SF soient affectées du sipe +, et que les 
autres soient affectées du signe — .Si nous menons le pin 
^agonal BSË qui laisse d'un cdté une série de signes+ et 
de l'autre cAtéune série de signes—, il résultera, da Théo- 
rème précédent, que l'angle plan BSE aura, tout à la fois, 
augmenté et diminué; ce qui est absurde. 

Z" D'après ce qui vient d'être dit* en faisant le tonrenr 
tier de l'angle polyèdre, on trouvera plus de dots v^ria- 
tioiw de àgnes. Et, comme on doit revenir à l'arAte d'oi 
l'on était parti, il s'ensuit que le lumbre dei vàriatmi de 
ngne$ eit pair; donc U est ou mom égal à 4. 
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PROBLÈME l. 

Ob donne an plan XY et denx points A, B, situés d'un même eôlé de ce plan ; 
et Ton demande de trouver, sur le plan XY, un point H tel, que la somme 
des distances AM, BM soit un minimum. 

Construisons le point B', symétrique du point B , par Fig. 28C 
rapport au plan XY ; menons la droite ÂB\ et soit M le 
point où elle perce XY. Ce point M sera le point demandé. 
(Voyez Probl.I,Liv.I.) 

PROBLÈHB U. 

On donne on plan XYet denx points A, B, situés de côté et d'autre de ce 
plan; et Ton demande de trouver, sur XY, un point H tel, que la diffé- 
rence des distances AH, BM, soit un minimum. 

Soit B' le point symétrique de B, par rapport à XY. Me- Fig. 281 
nous la droite ÂB' : le point M où elle perce le plan, sera 
le point demandé. (Voyez Probl, IV, Liv. I.) 

PROBLÈMB IIL 

Trouver, sur une droite donnée AB, un point tel, que la somme de ses di- 
stances anx deux faces VXY , XYZ d'un angle dièdre donné, soit nn mi- 
nimum. 

Soient A, B les points où la droite ÂB perce les deux Fig. 282 
faces. Prenons, sur cette ligne, deux points quelconques 
M, M'; abaissons, de ces points, MP, MT' perpendiculaires 
sur la première face VXY, et MQ, M'Q' perpendiculaires 
sur la seconde face XYZ. Ces perpendiculaires déterminent 
les projections APP', BQ'Q de AB sur les deux faces. 
Enfin, menons MR parallèle à PP', et M'S parallèle à QQ'. 
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AfiQ de coDiiaîire laqutjlliî esl la plus grande des deuï 
sommes MPh-MQ, M'P'+M'Q, posons 
MPh-MQ^MT'+M'Q'. 

A cause de P'H=MP, et de QS^M'Q', celle relaliati 
se réduit â 

MS^M'R. 

Or, les deui triangles rectangles MRlil', MSM' ont l'hy- 
poténuse commune. Donc, suivant que l'angle aieu MM'S 
sera plus grand ou plus petit que l'angle aigu M'MR, on 
aura MS>M'R, ou MS <M'R. 

Remarquons maintenant que les angles MM'S, M'MR 
sont égaux à ceux qui mesurent les inclinaisons de la droite 
AB sur les deux plans XYZ, VXY. Donc, suivant que l'au- 
gle MBQ sera plus grand ou plus petit que l'angle MAP, on 
aura MS^M'R, ou MP+MQ^M'P'+M'Q'. 

H résulte, de cette discussion, que ia somme MP-t-MQ 
sera un minimum, quand le point M se confondra avec la 
trace de la droUe AS sur celiii âes éèux plans TtT, ItïZ 
qui pût le plus grtmd angle avec cette droite. (Voyez Pro- 
blème XIX, Liv.I.) 

PROBLÈME IV. 

TTMKr h liei 4||| f otMl «llriwnDl iiilnlt <il (IWi tlff iHï flH M Hlll^ 

Fn. S83. Al)9i»f)ns, 4'un poi^t quelconque M 4lt Iiw> l«s ff»F< 

pendiçulsirçs Mf, MQ ai<x deux t^pites données AP, AG; 

abaissons aussi MM' perpendiculaire au pUu ABC,, enfin, 

menons FM', QM'. 

P' après l'énoncé, les droites MP, MQ doivent être égales 
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mtre elles ; d'où il suit que les deux triangles rectangles 
IIM'P, MM'^Q sont égaux, et que MT=M'Q. 

Le point M doit donc être situé de manière que sa projec- 
tion M' sur le plan ÂBC, soit également distante des deux 
côtés de l'angle ÂBC. Par conséquent, le lieu demandé se 
compose du système de deux plans, perpendiculaires au plan 
des deux droites données, et ayant pour traces, sur ce der- 
nier plan, les bissectrices des angles formé3par ces droitM. 

PROBLÈME V. 

did eil le Km <bi pointe teb, que la différent dei earrél dei diitanêèi 
de chapon 4'eqx à deux pointe donnés A, B, foit égaie I u larré 
donné th*? 

Si Ton se reporte au Problème LXII du Livre III, on verra 
que ce lieu est un plan perpendiculaire à la droite AB. 

PROBLÈME VL 

On donne n droites OA, OA'... passant par an point 0; et Ton demande snr 
qnelle snrfaee seront situés les pointe M tels, qne si Ton abaisse, de chacun 
fêox, lei perpendiculaires HP, MF, MF,»., sor ees droites, la somme 
des rectangles construite sur les disteuices OP, OF, OF^m* et sardes 
longueurs données 6, b', b"y,» soit équivalente à un carré donné L*. 

Prenons les distances OB, OBS OB'',... respectivement Fie. 28^ 
égales à &, 6', 6'',... ; et abaissons, sur OM, les perpen- 
diculaires BC, B'C, B^'C*',... Nous aurons, comme il est 
aisé de le voir, 
OP. 6=0M. OC, 0P\ 6'=0M. OC, OP''. 6"=0M. OG'-. 

La relation donnée deviendra donc 

OM (OC+OC'+OC'^+...) = L«. 
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Soit I le ccHtrc des moyennes distances des points B, 
B', B",... : S8 diaiance à un plan XY, mené par le poîutO 
perpendiculairement à OM, sera (Th. XXII) 
d=!(OC+OC'+OC''+...}. 

Par suite, OM. nd=L\ 

Maif) si nous abaissons MR perpendiculaire h 01, am 
aurons aussi OM. (1=^01. OR: 

doDcenfin ^'^'^ssf' 

Cette valeur exprime que la projection de OM, surïi 
est constante ; ou que la stirfaee cherchée est un plan, per- 
pentUculaire à la droite qui joint le point au centrçÀ 
pMnisB, B', B".... 



PROBLEIHB Vil. 



I 

lurOT^ 

n, per- 

I 



CNfcr u agk télnèdK SABCD pir on plu, de miniife qM 11 Mdiii 
mnpq uil on partllèlognmaie. 

Fm. 385. D'après un Uiéorème connu, les deux plans BSC, ASD, 
passant par dsux droites parallèles np, mq, se coupent sni- 
vant une parallèle SP i ces droites. De même , l'intersec- 
tion SE des deux autres faces de l'angle polyèdre est paral- 
lèle k mn, pq. Conséquemment, pour résoudre le problèoE 
proposé, il suffit de couper l'angle donné par un plan quel- 
conque parallèle à ESF. 



DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 933 



PROBLÈME Vlll. 

Giqer par im plu m angle trièdre trirecUngle SABG, de manière 
que h section INP toit égale I on triangle donné, 

Du soounet N, abaissous NN' perpendiculaire au côté Fie. 28t 
HP, et menons SU' : cette droite, projection de NN' sur le 
plan CSA, sera perpendiculaire à &IP. En même temps, la 
droite NN' sera , sur le plan MNP, la projection de Taréie 
indéfinie SB, attendu que le plan SNN^ évidemment per- 
pendiculaire à la droite PM, est perpendiculaire à MNP 

De même, les deux arêtes SA, SG ont pour projections, 
surce dernier plan, les perpendiculaires MM^ PP^ abais- 
sées des sommets M , P sur les côtés opposés. En d'autres 
termes : 

Si Ton coupe un angle trièdre tri-rectangle par un plan 
quelconque , les arêtes de cet angle se projettent suivant les 
hauteurs du triangle déterminé par le plan; et le sommet de 
t angle trièdre a pour projection le point de rencontre des 
trois hauteurs. 

Observons maintenant qu'il est bien facile de construire 
les trois triangles rectangles MSP, MSN, NSP ; car dans 
MSP, par exemple, on connaît Thypoténuse MP, ainsi que 
le pied N' de la perpendiculaire abaissée du sommet S sur 
l'hypoténuse. Le problème peut donc être regardé comme 
résolu (*). 



(*) Voyez, pour ee problème, la Gécmétrk descriptive de La Frémoin. 
seconde édition, page 197. 
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PROBLÈME U. 

On donne itax plans P, Q el un poJol A. Par ce poini, on fail pasKrVK 
ilraJk arbilmirc pi coups les pUui donnés en d«i pojals C, 0; >;râ 
quoi l'on couslruil le puini B , eonjuguï harmonique du poiol A , ttlali- 
\menl mit hm autres points. Quel n\ le lieu du point B * 

Vk. 287. Par le point doiiiiii A, îmaginonB un plan perpendiculaire 
aux deux plans donnés. Soient EF, EG les traces de ces 
dentiers plans sur h plan auxiliaire; et soit C'AÛ'B' li 
projection de la droite IjADB. Les segments de ces deui 
droites sont proportion ntds entre eux; donc le lieu du poial 
B' est une droite EH, conjui^iée liannotiiqiie de EA, reUti- 
Tement à l'nngie FËG. Le lieu demandé e»t donc un pian 
R, pei-pendieulaire â celui de la tigure , et ayant pour Irgce 

I la droite ëH, 

' Jtumartiue. Si les plans P, Q sont parallèles entre eux, \t 

f]»ji ^lewrestparail^. 



PROBLâHE X. 

Qa donne deni droites fixes X, ¥ et un angle dièdre D, que l'en fui Vnt 
autour de son arèle G, inpposée fixe, Ou demande de prouver qa'il eùle, 
tor h première droite un point fixe A , et sur la seconde dtoilè tm poiit 
be B, tel) que a el A était les points sd ces deai dshea peretnt )« 
taea de l'angle dièdre, dam nue position g nelcoD^qe , le reelU{li te 
s^entj Aa, B6 soit constant. 

Projetons toute la figure sur un plan P perpeBdictttaire i 
l'arête 0. Cette arête aura pour projection un point fiie c; 
l'angle dièdre sera projeté suivant un angle plan , de grau- 
dèuf constante, m^s mobile autour de soH sommet c; 
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enfin, le système des droites X, Y aura pour projection un 
angle fixe xoy. D*un autre côté, les segments de ces deux 
droites sout proportionnels aux segments interceptés sur 
les côtés de Tangle. Si donc le rectangle de ces derniers est 
coDstant, le rectangle des deux autres le sera aussi , et ré- 
dproquemeut. Or, d'après le Probl. LXXXIX du Livre III, 
le premier rectangle est constant; donc, etc. 

PROBLÈME XL 

tUHt donnés on quadrilatère gaache ABCD et one droite EF qui partage 
IToputtpnneUemeBt lei deux côtés opposés AD, BC de cette figure, trouver 
une droite GH qui partage proportionnellement les deux autres côtés AB, 
CD, et qui soit perpendiculaire à la première droite EF. 

Première solution. La droite cherchée doit partager pro- Fig. 281 
portionuellement ÂB et CD ; donc elle sera située dans un 
plan parallèle à AD et BG (Th. XIII). De plus, cette droite 
doit être perpendiculaire à EF ; elle sera donc située aussi 
dans un plan perpendiculaire à EF. D*après cela , si Y on 
imagine , par un point quelconqfue de l'espace, un plan pa- 
rallèle aux côtés AD, BG du quadrilatère, et un autre plan 
perpendiculaire à la droite EF, Tintersection de ces deux 
plans sera parallèle à la droite GH ; en sorte que pour dé- 
terminer celle-ci, il suffira d'appliquer ce problème connu . 
Trouver une droite parallèle à une droite donnée , et qui 
rencontre deux droites données (*). 

Seconde solution. Sur les deux côtés consécutifs AD, DC, 
construisons le parallélogramme ADGI, et menous BI. La 

(*) Voyez G^)métrie descriptive de LaFrémoire, seconde édition, p. las. 
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droite donnée ËF est parallèle au phn AIB ; de même, la 
droite cherchée GII sera parallèle au plan CŒ. Soit AL 
parallèle à EF, et soit CM parallèle à GH : .\EFL et CMGH 
Seront des parallélogrammes. De plus, les droites CM, AL 
doivent être perpendiculaires entre elles, comme éM 
MspecUvement parallèles k des droites perpendicnlaires 
entre elles. Il ne s'agit donc plus , pour déterminer CM, 
(|ue de résoudre ce problème : Mener, dans un plan domU 
CIB, et par un point C de ce plan, une droite CM qui suit 
perpendiculaire à une droite donnée AL, située dans un plan 
donné Am. 

Or, si l'on abaisse CP perpendiculaire au plan AIB» que 
du pied P de cette droite, on mène PQM perpendiculaire t 
AL; qu'enfin onjoigne le point M, oii cette perpendiculaire 
rencoutrn l'iuierscction El des deux plans, avec le poiiil 
donné G, ou aura la droite cherchée CM. 

lieviarquii. A chaipie position de la droite EF corres- 
pond une position de la droite GH ; en sorte que si la droite 
£F se meut, en restant parallèle au pion Sireelear ÂIB, h 
droite GH se ment pareillement, et que le point 0, où ces 
deux droites se coupefit, décrit un certain lieu géométrique. 
Ce lieu n'est pas rectiligne ; mais nous allons recoanaitre; 
dans le problème suivant, qu'il est pion. 
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PROBLÈME XIL 

Use dfoile EF s'appaie sar les deax côtés opposés AD, BG d*im quadrilatère 
gaoelie, en restant parallèle à l'un des plans directeurs de ce quadrilatère, 
tne seconde droite GD s'appuie sur les deux antres côtés opposés AB, CD, 
en restant parallèle an second plan directeur. De plus, ces deux droites 
sont constamment perpendiculaires entre elles. On demande de quelle na- 
ture est la ligne décrite par le point 0, intersection de ces deux droites. 

Si nous considérons diverses positions EF, ET', GH, Fie. 289 
GH' des deux droites mobiles, nous obtiendrons une in- 
finité de quadrilatères gauches, tels que OTO'S, dans cha- 
cun desquels deux angles opposés sont droits. Il est clair 
que chacun de ces quadrilatères pourrait tenir lieu du qua- 
drilatère donné. Nous pouvons donc, pour plus de simpli- 
cité, et sans rien ôter à la généralité de la solution, sup- 
poser que ce dernier quadrilatère a deux angles droits, en 
B et en D. 

Soit donc ABCD un pareil quadrilatère. Si nous menons Fig. S90 
la diagonale AC, et que nous joignions le milieu de cette 
droite aux deux sommets B, D, les quatre distances ÂK, 
BK, CK, DK seront égales entre elles, comme rayons de 
deux demi-cercles égaux. 

De même, si EF et GH sont deux positions correspon- 
dantes des droites mobiles, en sorte que Tangle soit 
droit, les quatre points B, F, 0, G seront également dis^ 
tants du milieu K de GF. 

Construisons, comme dans le Problème précédent, le Fie. 291 
parallélogramme ÂDGI : ses diagonales se coupent en leur 
milieu commun U; donc, par ce qui précède, DU=UB=UI ; 
donc l'angle DBU est droit. 
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De méoie , si nous construisons le parallélogramme 
EDHR, et que nous menions ÛR ri DO , l'angle DOR sera 
droit. Mais les tlroiles OR, Bl sont parallèles, comniï 
étant tes inlersecdona de plans respectivement parallèles; 
donc la droite DO est situije dans un plan perpendiculaire 
il RI et qui coupu le plan DBI suivant DR. Donc le lieu it 
point est plan. 

Remarque. Les lecteurs â qui les surfaces du second 
degré sont l'amilières, reconnaitronl que la propriété indi- 
quée dans le problème précédent peut être énoncée en ces 
ternies ; Dans tout paraboldide hyperbolique, le lieu det 
inlerxeetïons de lieux généralrices perpendiculaires enlrt 
elles est une hyperbole dont le plan est perpendiculaire 
deux plans directeurs. 



PROBLEME Xill. 



I 



Étujl donnés deox points liies A, B, el dtux plajis iinn VY, \Z| on ptti 
dsns l'e^pKe un point r]uelcon(|ue M; on mène la droite AM; on joiDl le 
point P, aâ tlle jierte le plan VY, avec le point B, |inr in droite VpS, 
laquelle perce le plan \Z au poinlp ; enlin on trace les droite)! BM , kp: 

, et l'tp tlKienl lÎRii un quadrilatère plan Wpm. Si le utninet M de H 
quadrilatère décrit une droite CD, qnel sera le lien détril pv le M» 



Colivefiotts , pour abréger, d'appeler poUtis homoldgnt$ 

Fia. 292. '^3 points M et m. Alors P et p seront des points faomo* 

logues ; et si C est la trace de la droite CD sur le plAD TT,- 

et que c soit la trace de BC sur le plan XZ, le» pointe G, e 

seront encore des points homologues. 

Cela poséi si nous considérons l'angle tribdre dont les 
arites sont BM, BC, BP, et que iiotu coKi>i«nii M a0t 
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triMre par le plan mcp , les points de concours des cAté^ 
homologues^ dans les deux triangles MCP , mcp^ devront 
être situés sur une même droite, intersection des plans de 
cestrianf^eSi Or, les cAtés MP, mp concourent en Â; les 
côtés GP, cp concourent en un point E, évidemment situé 
sur l'întersdctioii XY des deux plans donnés. Donc le point 
de eoncours F des deux côtés CM , cm doit être à la ren>> 
contre de U droite ÂE avec la droite donnée CDi Le lieu 
décrit par le point m est donc la droite cF , laquelle est 
alors Yhamologue de CD. 

Remarques. 1** On vient de voir que la trace G de la droite 
CD sur le planYY a pour point homologue la trace c de la 
droite cF sur le plan XZ. On verra, de même, que le point 
otL la première droite perce le plan XZ â pour homologue 
le point où la seconde droite rencontre le plan VY. 

^ Si une droite est parallèle à l'un des plans fixes, son 
homologue est parallèle à l'autre plan. 

3® Si une droite est parallèle à Tintersection des plans 
fixes, son homologue est parallèle à cette intersection. 

4** Si la première droite est située dans le plan VY, son 
homologue sera située sur le second plan. 

5^ Les homologues de droites concourantes sont aussi 
des droites concourantes. 

6^ Les homologues de droites parallèles sont, en géné- 
ral, des droites concourantes. Leur point de concours F Fig.293 
s'obtient en menant, par les points A et B, des parallèles 
AP, BF à la direction donnée, en joignant la trace P de la 
première au point B, et en joignant la trace p de cette der- 
nière droite au point A par la droite Ap, que l'on prolonge 
jusqu'à sa rencontre avec BF. 

7* Supposons qu'une droite D se meuve sur une droite 
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D', t-n restant parallèle h une direction doiiuée ; alors l 
mologue d de la première droite rencontre l'homolo^te d' 
de D' et passe constamment par un point fixe : celle droite 
d engendre donc un plan. Par conséquent, l'homologue à 
toute figure piane est une autre figure plane. 

S" Le problème que nous venons de résoudre , et doDt 
nous venons d'indiquer quelques applications, présente un 
exemple remarquable de la tratisformation des figures. 
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LIVRE VI. 



THÉORÈHB I. 

I«at plan 6FHE, mené par les milieux E, B de deux arêtes opposées AB, 
CD d'in tétraèdre ABCD, partage ce corps en deox parties équivalentes 
E6FBHG&, E6FHBD (*). 

Le premier polyèdre EGFHCA se compose d'une pyra- Fie. 294 
mide quadrangulaire EGFHG et d'un tétraèdre ÂECH. De 
même, EGHFBD se compose d'une pyramide quadraugu* 
laire EGFHD et d'un tétraèdre EBGD. . 

Les deux pyramides quadrangulaires ont même base 
EGFH. De plus, à cause de FG=FD, leurs sommets G, D 
sont également distants de cette base; donc elles sont 
équivalentes. Il reste à comparer les deux tétraèdres AEGH^ 
EBGD. 

Si nous prenons pour base de ces tétraèdres les triangles 
ÂEG, EBG, nous aurons, évidemment, 

AECH AEC AH 

EBGD EBG ' AD* 

Les deux triangles ÂEG, EBG ont leurs bases ÂE, EB 
en ligne droite ; leurs hauteurs sont donc proportionnelles 
h BC etBG; ainsi, à cause de AE=EB, 

AEG BG 



d*où 



EBG BG' 

AECH BC AH 

EBGD BG* AD* 



(') Ce Théorème, attribué à Bobillicr, est extrait de mes Éléments, 
(E. C.) 

i6 
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Actuellement, la figure ABGD est un quadrilatère gaude» 
dans lequel les côtés opposés AB, BG sont coupés proportion- 
nellement. Donc le plan EGFH doit partager en parties pro- 
portionnelles les deux autres côtés BC, AD (Th. XUI). Ainsi, 

BG AH BG AD 

GC — AD» "" BG — AH» ^^* 



THÉORÊHB II. 

Dans on parallélipipède quelconque, le produit de Faire d'une face 
par la hauteur correspondante, est constant. 

Remarquons d'abord que ce théorème est vrai, sans quoi 
un même parallélipipède aurait, à la fois, plusieurs volurm 
différents. Il s'agit donc, ici, d'une simple vérification. 

FiG. 295. Par un sommet quelconque E du parallélipipède, menons 
un plan perpendiculaire à Tarête EH, et soit EMNP la sec- 
tion faite, par ce plan, dans les faces EG, GB, BD, DE. 
Si, du môme sommet E, nous al)aissons El, EK perpendi- 
culaires sur PN, MN, ces droites seront perpendiculaires 
aux faces BD, BG. 

En effet, le plan EMNP est perpendiculaire h Tarête EH; 
donc il est perpendiculaire à la face EG et, par suite, per- 
pendiculaire à la face BD; donc la droite El, menée dans 
EMNP perpendiculairement ii l'interseclion PN, est perpen- 
diculaire à la face BD. 

On verra , de la môme manière , que EK est perpendi- 
culaire à BG. 

Actuellement, les parallélogrammes BD , BG ont pour 
mesures, respectivement, BG.PN etBG.MN; en sorte que 
l'égalité à démontrer est 
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BC.PN.EI=BC.MN.EK, 
ou PN.ÉI=JfN.EK. 

Or, dans les deux triangles EPI, EMK, les angles P, M 
sont égaux comme angles opposés d'un parallélogramme; 
donc ces deux triangles sont semblables, et Ton a 

EP M 

EM — EK ' ^^^' 

THËORÉHB III. 

Si me svrfaee |K)Iyédrale convexe est terminée par une lipe brisée, dont les 
eMs iotènt on né soient pas dans un même plan, le nombre des (aces, 
pin le âombre des sommets, égale le nombre des arêtes pins i . 

Désignons par F le nombre des faces, par S le nombre 
des sommets, et par A celui des arêtes. Il s'agit de faire 

voir que 

F+S=A + 1. 

Cette formule est vraie dans le cas de F=l ; car alors 
S=A. Admettons donc qu'elle ait été vérifiée dans le cas 
de F faces, et démontrons qu'elle subsiste pour F+1 faces. 

Soit ABC... la ligne brisée qui termine la surface. Con- Fig. 296, 
stmisoaSy sur le côté AB, une nouvelle face, composée de 
n sommets et de n côtés. Si cette face a m côtés communs 
avec ABCD..., elle aura m+l sommets communs avec cette 
même ligne ; car on suppose que le nouveau polygone ne 
ferme pas complètement la surface, et qu'il laisse une seule 
ouverture. De cette manière, les nombres F, S, A devien- 
dront respectivement F' =F +1, S'=S+n— (m + 1), 
A^=A+w — m ; d'où, h cause de la formule ci-dessus, 

F'+S'=A'+1. 
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THËORÉHB nr. 

Dans tout polyèdre convexe, le nombre F des faees, plos le nombre S 
des sommets, égale le nombre A des arêtes pins S, c'est-à-dire qne 

P+S=A+Î. 

Enlevons une face du polyèdre; nous aurons une surface 
polyédrale ouverte, terminée à une ligne brisée, et dans 
laquelle les nombres de faces , de sommets et d'arêtes se- 
ront respectivement F— 1, S, A ; donc, d'après la propo- 
sition précédente, F— 1+S=A+1 ; etc. 

Ce théorème remarquable, dû à Euler, a un grand nom- 
bre de conséquences , parmi lesquelles nous indiquerons 
les suivantes. 

THÉORÈME V. 

Dans tout polyèdre convexe : i® les faces d'un nombre impair décotes sont 
toujours en nombre pair ; les sommets auxquels aboutissent un nombre 
impair d'arêtes sont toujours en nombre pair. 

Soient respectivement a, fc, c, d,... le nombre des faces 
triangulaires, celui des faces quadrangulaires, etc. ; repré- 
sentons de même par a, |3, y, (î,... les nombres d'angles 
trièdres, tétraèdres, pentaèdres,... ; de manière que 

F=:a+&+c4-rf+..M 

S=a+/3+-/+(î-t-... 
Chaque arête appartient à deux faces, et aboutit à deux 
sommets; si donc nous comptons, soit le nombre des côtés 
de toutes les faces, soit le nombre des arêtes de tous les 
angles polyèdres, nous aurons le double 2 A du nombre des 
arêtes; ainsi 
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2A=3a+4&+5c+6rf+7c+..., 
2A=3«-h4j3+57-4-6a+7 ê+... 

Or, ces deux dernières égalités exigent évidemment que 
o4-cH-«+... et a+y+e +... soient des nombres pairs. 

THËORÈHB VI. 

Dans toot pdyèdre convexe de F Taces, le nombre S des sommets et le nombre 

A des arêtes satisfont aox conditions 

S^Î(P-Î), A55(P-Î), 

Les yaleurs de F, S et 2 Â, écrites plus haut, donnent 

2A— 3F=6+2c + 3d+.... 
2 A— 3 S=|3+2y+3 d+... ; 

doucl* A>|F; 

et A>2S. 

Cette dernière relation devient, par le théorème d*£uler, 

A>5(A+2-.F);ou 
^ A<3(F— 2). 

Remplaçant A par F+S— 2, on obtient les deux autres 
eonditions. 

Remarque. Il est facile de construire des polyèdres dans 
lesquels le nombre des sommets soit, d* après les relations 
précédentes, le plus grand ou le plus petit possible. En 
effet : 

1<> Dans un prisme ayant F faces, le nombre des côtés 
de la base est F— 2 ; donc le nombre S des sommets du 
polyèdre est 2 (F— 2). 



âW THÉOBÈMES ET PROBLÈMES ' 

S* Considérons nn polyèdre foinié de deux pyramides 
ayant une base «:ouimniie. Si le nombre des côtés de- celle 
base est n, on aura, en supposant que deux faces adja- 
ceot«s quelconques ne soient pas dans un même plan, 

âonc S=\F+^. 

Et si les deux pyramides ont deux faces dans un rnêms 
pUn, 

F=2i(-l,S=H-t-2; imS=-|(F+l)+2n. 



THBURËME VII. 



É 



Dans loul polyèdre vonvcxe, le nmiilire dci tacns Itianguhlres , sa^nienlé di 
aonibre des angles (rièdres, doniic une somme qui ne peut être ioFériciiK 



D'après les valeurs de F, de S et de A, l'équation 
Fh-S=^A+2 donne 

« (a4*4îf-wI^-H-■•■H-»(•+p-H^^-^H..0-*-»-3^H-*H^i c-^-«*^.■.. 
|l(a+fr4-c+*+*4-...H-8C«+p-Ht-i-J+.-.)-t-4-3.-Ht»+«ï-+-«t+...; 

ou 

a(H-f-l-r+i+-..)-{'»+sH-3«+i'H--)-*. (i) 
B(a-|-H-c-Hi-t-. .)-(-+«P+3H-H-t-...)-*. (S) 

Ajoutons membre à membre ces deux égalités; nous ob- 
tiendrons 

(fl+«)_(c+y)_2(d+J)-3{fi+£)-...=8; (3) 
d'où a+a%8. 

Remarques, i" Tout polyèdre convexe a,des faces tnc» 
gulaxres ou des angles trièdres. 

{'] Les quatre propositions précédenles sont exuraites de mQS Éfé- 
mtntt. {E. C.} 
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3® L'équation (3) exprime que, dans tout polyèdre con- 
vexe 9 la somme du nombre des faces triangulaires et du 
nombre des angles trièdres est égale à 8, plus la somme du 
nombre des faces pentagonales et du nombre des angles penr 
taèdreSf plus deux fois la somme du noinbre des faces hexa- 
gonales et du nombre des angles hexaèdres, etc. 

THËORËMB VIIL 

1^ Tout polyèdre convexe a des faces triangulaires, 00 quadrangnlaires, on 
pentagonales ; i^ tout polyèdre convexe a des angles trièdres, oa tétraè- 
dres, ou pentaèdres. 

Entre les équations (1) et (2), éliminons a; nous obtien- 
drons : 

3a+26+c— ^— 2f— ...— 2,3— 4y— ...=12. (4) 

Un calcul semblable donnerait 

3a+2/3+y— £— 29— ...— 26-4c— ...=12. (5) 

Or, les relations (4) et (5) exigent que 3 a + 26 + c et 
3 pe+2j3+7 soient des nombres égaux ou supérieurs à 12; 

Remarque 1. ATinspection de l'équation (4), oa recon- 
naît que : 

1® 5i te surface d'un polyèdre est formée seulement de 
triangles^ ou si elle est formée de triangles et d^hexagones, 
le rumbre des triangles sera égal ou supérieur à 4 ; 

2® Si la surface d*un polyèdre est formée seulement de 
quadrilatères y ou si elle est formée de quadrilatères et 
ShexagoneSy le nombre des quadrilatères sera égal ou su- 
périeur à 6 ; 

3® Si la surface d'un polyèdre est formée seulement de 
peiitagoneSf ou si elle est formée de pentagones et d'hexa- 




gones, lenombre des pentagones sera éijal ou supérieur li\i. 

Remarfjue 2. L'équatiou [5} couduit à des conséquences 
analogues. 

Bemarque 3. Supposons a=o, b=o, e=o, f^=o„.. 
^=o,y^=o,... ; alors l'équation (4) devient 0^=12. C'est- 
it-dire que ai un polyèdre a seulement des angles Irièdra, 
et que ses faces soiejil des pentagones et des hexagones, îi 
nombre des pentagones sera égal à 12. 

Remaniue 4. L'équalion (5) prouve pareillement que «i 
un polyèdre a toutes ses faces triangulaires, et que sa 
angles soient en partie penlaèdres, en partie Iwxaèdres, h 
nombre des penlaèdres sera égal à 12 (*). 

THËORÉMB IX. ^H 

La somme des angles ptana d'an polyèdre eonrexe esl égale i aulanl de \<à 
i droits, (|Qe le polyèdre n de sommeU inoini denx. 

Représentons par P cette somme, et conservons les no- 
alions précédentes; nous aurons, en prenant l'angle droit 
our unité, 

p=2o(3— 2)+26(4— a)-l-2c{5— 2)+2d(G— 8)+..., 

ou 

p=2(3«+4&+5c+6d+...)-4(a+&+c+d+...), 

ou encore P=;4A— 4F. 

Mais A-F=S — 2; doocP=4(S— 2). 

(') Gécmélrie de legfndr9, ia<Édilioii, paguSOS. 
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THÉORÈME X. 

Dans tout polyèdre connu , la somme des angles polyèdres est équivalente 
à Textes de la somme des angles dièdres sur autant de fois i dièdres droits 
qae le polyèdre a de faees moins deux (*). 

D* après le Théorème XII du Livre Y, chacun des angles 
trièdres du polyèdre sera équivalent à l'excès de la demi- 
somme de ses angles dièdres sur 1 dièdre droit. De même, 
chaque angle tétraèdre est équivalent à l'excès de la demi- 
somme de ses angles dièdres sur 2 dièdres droits , et ainsi 
de suite. D'ailleurs chaque angle dièdre du polyèdre appar- 
tient à deux angles polyèdres. Si donc nous prenons l'angle 
dièdre droit pour unité, la somme de tous las angles polyè- 
dres sera égale à l'excès de la somme des angles dièdres sur 
la quantité 

a(3-2) + /3(4-2)+y(5-2)+... 

Or, cette quantité est égale à 2 A — 2 S ; ou, par le théo- 
rème d'Euler, égale à 2 (F— 2). 

THÉORÈME XL 

Si une SHrface polyédrale eonvexe présente nne seule ouverture, ayant m côtés 
non situés dans un même plan, on pourra toujours fermer ceUe ouverture 
au moyen d'une surface polyédrale ayant au plus m — i faces, de manière 
à obtenir un polyèdre convexe fermé de toutes parts. 

Soit ABGDEF le contour brisé qui termine la surface 
convexe* On pourra toujours faire passer un plan qui con- 
tienne au moins trois des sommets A, B, G, D, E, F, et 

(*) On doit à M. Meyer cel intéressant Théorème. (Voyez BuUetm de 
V Académie de BOffique, tome XV, page S68.) 



sw 
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qui laisse d'un mémo ctUi^ les autres sommets et la sur^ < 
polyédrale. Siiit, pour fixer les idées, AEG la faœ ainsi ob- 
ifiWia. Par les sommets A , C f^iisoiis passer un plau ijui 
bisse OQCore d'un uiCuic eitlù tous les sommets de la sur&r^j 
et suppoNoiis que ce plati tourne jusqu'à ce qu'il reucontre 
VD nouveau sommet, B par exemple ; ACB sera une ooii- 
velle face. En continuant de lu sorte, nous obtiendrons uae 
série de faces planns, dont l'ensemble fenuera l'ouverture 
ABCDEF. Le nombre de ces faces planes sera le plus grand 
possible qnand elles semnl triangulaires el qu'elles auront 
unsnnmiet rnrtnimn A : mais alors ce nombre sera évideai- 
œenl m— 2. De plus, le polyèdre résidtant sera convexe : or 
ù le plau EDC, par exemple, conpait la surface poljédrale 
proposée, il s'ensuivrail que le c6té CD, piolongé, devrait 
aussi couper cette surface , laciuelle ne serait pas convese, 
contrairement à l'hypoilièsc, ' | 

THKORÈnK Xll. 



li la la'rface d'un polyèdre convexe est partagée en P parties léparéti ht 
ODei des autres par A arêtes lamiant R réseaux isolés , et que S »il le 
Dombre des sommels situés sur ces arétei, on aura P+ S ^ A+R+l (*]. 

Considérons d'abord le cas où les A arêtes sont liées 
entre elles, de manière à ne former qu'un seul réseau. 

L'égalité P+S=A+2 est évidente si la surface totale 
du polyèdre est décomposée en deux parties seulement, 
par une succession d'arêtes formant un circuit fermé. Car 
alors P=2, S=A. Subdivisons l'une de ces parties en den 
autres, au moyen d'une ligne de séparation formée par dn 

(•) Celte ingénieuse généralisa lion du Ihéorëme d'Euler a M dMpfc 
par H. Thibanll. [Voyei lei NouuUu jMitrim, t. 11.) 
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irétes coBséciUiveSy et terminée à deux sommets déjà con* 
sidérés. Alors P au^ente d une unité, mais en même 
temps l'augmentation de A surpasse d'une unité l'augmen- 
tation de S ; d'où résulte que P+S — A ne change pas. 
La même conclusion subsistant pour chacune des subdivi- 
sions nouvelles qu'on peut effectuer, la première partie du 
théorème est démontrée. 

Admettons maintenant que les A arêtes ne soient pai 
toutes liées entre elles, de sorte que leur ensemble consti- 
tue R réseaux isoles les uns des autres. 

lions entre eux, par une succession d'arêtes intermé- 
diaires, deux réseaux consécutifs, et considérons le nouvel 
ensemble composé d'un réseau de moins. 

P n'a pas changé, mais Taugmentation de A surpasse 
dune unité l'augmentation de S; ainsi P+S— A dimi- 
nuera d'une unité. En diminuant ainsi successivement d'une 
pité le nombre des réseaux, on aura, à la fin, diminué 
P+S— 4- de H— 1 unités; mais alors toutes les arêtes se- 
ront liées eptre elles, et Ton aura P+S— A— (R— 1)=2, 
qîiP+§=s4"*"ï^"*"*' ^^ théorème est donc démontré. 

thSorèmb xiil 

Beu polyèdres convexes P, V sont égaux lorsqu'ils ont toutes leurs faces 
égales chacune à chacune, et semblablement disposées. 

Pour démontrer que les deux polyèdres sont égaux, il 
suffit de faire voir que chaque angle polyèdre du premier a 
squ égal d^ns le second. Si cela n'a pas lieu, c'est que les 
a^gle^ polyèdres de P seront , en tout ou en partie , diffé- 
rents des angles polyèdres de P^ Ce second cas peut faci- 
lep(ient éXtê ramené au premier. 
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Eu effet, soit SABCDE un angle polyèdre de P, lequel i 
son égal dans le polyèdre P'. Si nous enlevons cet angle S, 
et que nous fermions rouverlure ABCED par une surface 
polyédrale convexe (Théor. XI), nous remplacerons le po- 
lyèdre P par un polyèdre Q, ayiint moins de faces, moins de 
sommets et moins d'aréles que n'en avait le polyèdre P. 
Nous pourrons de même supprimer dans P' l'angle po- 
lyèdre S' égal à S, et nous formerons un polyèdre Q'doiii 
toutes les faces seront égales ii celles du polyèdre Q. En 
continuant de la sorte, nous arriverons nécessaîreuieot 
(puisque les polyèdres P. P' sont supposés inégaux) à deus 
derniers polyèdres convexes T, T' ayant toutes leurs faces 
égales chacune à chacune, et tels, qu'aucun angle polyèdre 
du premier n'aura son égal dans le second. Le second cas 
que nous avions à examiner sera ainsi réduit au premier. 
Admettons donc, s'il est possible, que chacun des angles 
' polyèdres de P soit différent de l'angle correspondant du 
poljèdrc P'. Regardons ce dernier polyèdre comme une 
transformation du polyèdre P, et dans cette hypothèse, 
mettons le signe + sur l' arête de chaque dièdre qui a 
augmenté, et le signe — sur l'arête de chaque dièdre quia 
diminué. D'après le Théorème XXIV du Livre V, le nombre 
toul N des changements de signes obtenus en faisant le tour 
de chacun des angles polyèdres de P sera , en désiguanl 
par S le nombre des sommets de ce polyèdre , 

N>4S. 

Observons maintenant que deux arêtes consécutives d'uD 
angle polyèdre appartieniient toujours à une même face de 
P, et n'apparUeuuent qu'à cette face ; donc le nombre îf 
doit être égal au nombre total des variations 4? sigoes ob< 
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tenues en faisant successivement le tour de chacune des 
faces da polyèdre P. 

Or, pour chaque face triangulaire, le nombre des varia- 
tions de signes est, au plus, égal à 2. 

Pour chaque face quadrangulaire, le nombre des varia- 
tions de signes est, au plus, égal à 4. 

En général , si le nombre des côtés d*une face est pair 
et égal à Sn, le nombre des variations de signes obtenues 
en faisant le tour de cette face sera, au plus, 2n; et si le 
nombre des côtés d'une face est impair et égal à 2n+l, 
le nombre des variations de signes ne surpassera pas 27t. 

Gela posé, soient a le nombre des faces triangulaires, b 
le nombre des faces quadrangulaires , etc.; nous aurons 

N<2a+46+4c+6d+66+8/*+8sf+... 
D'ailleurs, 2A=3a+46+5c+6d+7e+..., 

F=a+6+c+...; 
d*où 4A— 4F=2a+45+6c+8d+10d+... 
liais, par le théorème d'Euler, S+F==A+2; donc 

4S=8+2a+46+6c+8d+10d+... ; 
et, à cause de Tinégalité ci-dessus , 

N^4S-8. 

Or, nous avons trouvé précédemment N>4S. Par con- 
séquent, le nombre N serait à la fois moindre que 4 S — 8 
et plus graud que 4S; ce qui est absurde. Donc il n'est 
pas possible que les deux polyèdres convexes P, P', qui 
ont toutes leurs faces égales chacune à chacune , n'aient 
pas en même temps tous leurs angles polyèdres égaux 
ehacun à chacun. Donc ces deux polyèdres sont égaux. 
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THËORËME \IV. 

i" Dam loul lélranlre, les droilei meaéea dn sommeis aux c<>ntrci^ 
mofennu dislanttis drs (aces np[iosÈcg , se eoupcut lonles les quatre en 
on mèmi! |ioint, centre des moyennes distances des sommels du létraèilK. 
Ce poiot tii situË uux trois ([iiaris de chaque droite , à partir du sonmiel 
d'où elle a\ mmic, 

I* Dans lonl léiratdre, les riroites qui Joieneut In Diilieox is arSt» of' 
posées , se coupent inuluellemeot en deux parties égales, au eenlre in 
moyennes distances des quatre sommets dn tétraèdre. 

Ces deux théorèmes résulleat immédiatemenl des pro- 
priétés du centre des inojciines distances, énoncées dans 
le Livre V. Ajoutons que la déinoiislralion direclc spraii 
fort simple. 



THEOREME XV. 



Les droite! qui joignent les sommets homologues de deu% polyèdres semlliMll 
et semblabJement placés, se coupent en un même point. 



(Voyez Th.'vV, Liv. Ul.) 

THÉORËME XVI. 



Les centres de similitude de trois polyèdres semblables et semblablemail 
placés, sont en ligne droite. 

(Voyez Th. VU, Liv. IIL) 
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THÉORÈME XVIL 

Les six centres de similitade de quatre polyèdres P, F, F, f"\ semblables 
et settiblableinent placés, sont dans no même plan. 

D'iitirèi \ê théorème précédente les quatre polyèdres^ 
eODÀdteés trois k trois, ont quatre axes^de similitude, les* 
qtfëls toBtieniient chacun trois des six centres de simili** 
tude. De plus, chaque centre de similitude est à la fois sur 
deux axes : par exemple , le centre de similitude des po- 
lyèdres P', F' est situé sur Taxe des polyèdres P, P', P, 
et aussi sur Taxe des polyèdres P^ P'^ F^ Donc les quatre 
axes et, par suite, les six centres, sont dans un même plan, 
nommé pion de similitude. 

THËORËMB XVIII. 

Dans tOQt tétraèdre, le plan bissecteur de chaque angle dièdre partage Varète 
opposée en deux segments proportionnels aux aires des faces adjacentes. 

Considérons le plan AED, qui divise en deux parties Fio. 29*; 
égales Tangle dièdre dont Tarête est AD. Il s'agit de dé- 
montrer que 

BE AJ) 

CE ACD* 

Projetons la figure sur un plan quelconque, perpendicu- 
laire à AD. Cette droite aura pour projection un point I; 
et les plans ABD, AED, ACD, étant perpendiculaires au 
plan de projection, auront pour traces des droites IB', 
lE', IC telles, que lE' sera la bissectrice de ï angle formé 
par ÏB' et IC^ Enfin la droite BEC se projettera suivant 
use droite B'E'C. 
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Cela posé, on a, dans le triangle B'IC, 
B'E" ir 

CE' IC" 

Mats il est facile de voir que B'E', CE' sout proportion- 
uelles à BE, CE; et que B'I, CI sont égales, respective- 
ment, aux perpendiculaires abaissées des points B, G sur 
AD, base comuiune des triangles ABD, ACD. La propor- 
tion précédente revient donc à celle qu'il s'agissait de 
Montrer. 



1 



r 



PROBLÈME 1. 

Mlcrmiotr la hauteur d'un lêtraMrc dont les mUn sont iamia. 



208. Soit SABC un tétraèdre, dans lequel nous prendrons ABC 
pour base, et SP pour hauteur correspondante. Du point 
P, projection du sommet S, abaissons l'D perpendiculaire 
sur BC, puis menons SD : celte dernière droite sera per- 
pendiculaire à BC. 

Supposons maintenant que nous fassions tourner la face 
SB autour de BC , jusqu'à ce qu'elle vienne se rabattre 
dans le plan ABC. Dans ce mouvement, la droite DS n'aun 
pas cessé d'être perpendiculaire à BC ; donc , lorsque les 
plans des deux faces coïncideront, cette droite DS viendra 
en DS' sur le prolongement de PD. Ainsi, quand on bit 
tourner une des faces du tétraèdre autour du cdté commun 
à cette face et à la base, jusqu'à ce qu'elle vienne coïncider 
avec le plan de la base, le rabattement du sommet, et le 
pied de 1^ hauteur du tétraèdre, sont situés sur une même 
perpendiculaire à l'axe de rotation. 

299. Soit actuellement, en vraie gr.mdeur, ABC la base iln 
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étraëdre, et soient BCS', A£&'\ kbS"' les rabattements des 
rois autres faces. Nous aurons 

AS'^=AS'^ BS'=BS'^ CS'=CS^ 

Siy des points S\ S'\ S'\ nous abaissons des perpendi- 
culaires sur les côtés correspondants, ces trois droites de- 
vront se couper en un même point P, projection du som- 
met inconnu. En outre, la hauteur SP est un côté de l'angle 
droit du triangle APS, dans lequel AS= AS" est Thypoté- 
nuse* Si doue nous décrivons une demi-circonférence sur 
AS'^ comme diamètre; si, du point A comme centre, nous 
traçons Tare PD ; et si nous menons S'^D, cette droite sera 
égale k la hauteur du tétraèdre. 

Lorsque les arêtes seront données en nombres, on pourra 
calculer, d'après cette construction, l'expression de la hau- 
teur du tétraèdre , et ensuite déterminer le volume de ce 
corps ; mais cette méthode est moins simple que la sui- 
vante. 

PROBLÈMB IL 

Caleoler, eo fonction des arêtes, le volume d'an tétraèdre. 

Considérons d* abord le cas où les arêtes SA, SB, SG Fig. 39Î 
seraient égales entre elles. Alors le point P, projection du 
sommet S , est évidemment le centre du cercle circonscrit 
au triangle ABC; et la droite AP est le rayon B de ce 
cercle. Si donc nous représentons par a, |3, y les côtés BC, 
AG, AB de la base, par S la longueur commune des arêtes, 
par h la hauteur du tétraèdre, et par A Taire de sa base , 
nous aurons 

il 
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A-=i|/(«+P4-y) («+^-y) («+y-/3) (|3+y-«), 

Le volume v sera ensuite donné par la formule Y=|ÂA; 
d*où, en faisant la substitution indiquée, 

-hyio^^) (H-/3-y) («+y-.p)(/3+y^a)d«~««/>/.(A) 



FiG. SOO. Soit actuellement un tétraèdre quelconque SÂBC ; dési- 
gnons par a, 6, c les trois côtés de la face ABC , et par 
a\ b'y c' les arêtes SA, SB, SC, respectivement opposées à 
ces côtés. Si nous prenons les distances SA', SB', SC égales 
à une longueur quelconque d, nous formerons un tétraèdre 
SA'B'C dont le volume sera donné par la formule précédente. 
D'ailleurs, ces deux tétraèdres ayant un angle trièdre com- 
mun, sont entre eux comme les produits des arêtes qui com- 
prennent cet angle ; de telle sorte que si nous appelons V le 

volume cherché, nous aurons V=v-p-; et il ne s'agit plus 

que d'exprimer, en ibiiclion des données et de à, les arêtes 

a, ^, 7. 

FiG. 301 . l^our cela, considérons le triangle ABS et le triangle isos- 
cèle A'B'S, qui ont un angle commun S. Abaissons, des 
sommets B, B', les perpendiculaires BD, B'D' sur le côté 
AS. Nous aurons, à cause des triangles semblables, 

SD SB__6;. 

SU' SB' S ' 

puis, dans les triangles SA'B', SAB : 

^•=2a«— 25.SD', c»=:a'«4-&'*— 2a'.SD. 
Ces deux équations donnent 

SD a'«-4-6'«— c« ^ 
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Nous aurons donc 



fl'»4.6'a_ci 3 b' 



8««--T« a' i * 
d'où .^^(c+a--VUc-<^-+l\ 

Une permutation tournante donne ensuite 

6'c' ' 

flt_ y {H-c'-a') (fr-c^+g;) 

Observons maintenant que le produit 
devient, étant développé , 
Par conséquent, si pour abréger nous posons 

(fc+c'— a') (ft— c'+ a') = n% 
{c+a'—b') {c—a'+b')==p\ 

Q0U3 obtiendrons d'abord 

^ - JlL., [— a'*m<— 6'»n*— c'«p«-f «a'&'«»^H- « d'c'ny^' t c'«'l»'»1 5 

puis 

12a'6c 

et ensuite 

La quantité placée sous le radical peut être décomposée 
de cette manière • 

Conséquemment, si Ton pose 

m^— 26V=m^ 
n*— 2c'a'=:n'*, 
p»— 2a'6'=p'*, 



I 

don- 

I 
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on aura, au lieu de celte même quanlité , 

— (a'm'^É'm'')"-(p'H-ï«'È')"'"n"+ao't'e''(p''+S3'i'')— CVlPH-ïa'^'îl 

OU, en réduisant, 

— a''ni'*— fc'W — e''p'* — m''n'^p''-\-ia'b'*c''. ,,. 

L'expressiou du volume devient donc 

V— -^'"*o''tV"— a'">n''— t'V»— c""!!'»— m'»»V'> (^) 

Observons maintenant que les valeurs de m', «', /j' don- 
, neut 

m'*==(i' — [b' — c')' — 26'c'=a' — 6"— c", 
rt"= ?)' — (c ' — a'Y — 'îc'a'=^ b* — c"* — a", 
p"=e'— {a'— 6')'— 2o't'=c'— 0'*— 6". 

Dans chaque cas particulier, on calculera les quanliiés 
n'*, n", p™, après quoi on substituera leurs valeurs dans la 
I fonnule précédente. Mais si nous voulons exprimer V en 
fonction explicite des ;irétes, commençons par former les 
difTérents termes de la quantité placée sous le radical. Nous 
aurons ainsi ; 

6'in'<-.t»f>_2(c^+o'«)6'b'«+(c'M-a'')«6', 

c" p'<- c' c'»— 8 (a''+ (/*) c* c"+ (»'•+*■*)' e', 

m%V'-a'6'<^-(a''+t'')o'6'+(a''-J-i''K'''*+*'')"'— («'M^'*)(^'-Hï^Hc*«^ 

— (c''-i-o"}c'o'-H(c''+a'")(c''+6'>)e'. 

La somme des seconds membres peut être mise sous la 
forme : 

te'f'c'»— a'o'«(6>-i-e»— o«+6'«+c''~a'')-6»*'>(e'-Hi«— 6t-H:'i+o'<-ft) 
— cVHa'+ft'— c»+o'»4-b'*— c'*)-i-a'b«c«+a«ir»c'>+6»c'«fl'»-(-e«n'>6'«. 
La formule cberchée est donc enfin : 

V I ,/ra'a"[f+c'-a'+f'+c"-a")+f6"[c'+o'-6'+c"+a"-l>"H-T .f, 
~iir lc•c■•{a•+i•~c'-^a■^+b"-c")-a•b•e'-a'^/•C•-b'e^'a'•~C•a"trl ' ' 
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PROBLEME 111. 

Cooper on tétraèdre ABC par an plao P , parallèle aux deux arêtes opposées 
AC, BD, de manière qoe la section EFGH soit on maximom. 

Le plan P, étant parallèle à BD, doit couper les deux Fie. 3( 
faces ÂBD, CED suivant des parallèles à cette arête. De 
même, il coupera les deux autres faces du tétraèdre suivant 
des parallèles à Tarête ÂG. Gonséquemment, le quadrilatère 
EFGH est un parallélogramme dans lequel l'angle HGF est 
égal à celui des arêtes ÂG, BD. 

n résulte, de cette observation, que ce parallélogramme 
sera maximum en même temps que le rectangle construit 
sur les deux côtés HG, GF. 

Or, à cause des parallèles , 

HG=AC.^, GF=BD.|^; 
tfoù HG.GF=^^.BG,GG. 

BG 

Dans le second membre, tout est constant, à Texception 
des deux segments BG, GC de Farête BC. D'après un théo- 
rème connu, le rectangle de ces deux segments sera le plus 
grand possible quand ils seront égaux entre eux , c'est-à- 
dire quand le point G sera le milieu de BC. 

n faut donc, pour résoudre le problème, mener le plan P 
de manière qu'il soit également distant des deux arêtes op- 
posées ÂG, BD. 



< Fm. 305. 

L 
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PROBLËinR IV. 

Par les raWmx B, F, d« deux arèles opposées d'un \àtiiAtt ABfJt, M (lU 
passer unr iD(iiii(f de [ilaus. Quel est celui qui dêlermine la jecllDo h pie ' 
[iclilv en »urtui:«? 

Soil EGFH le quadrilitère délerminê par l'un quelconque 
des plans sécants. Menons la diagonale EF. et abaissous, 
des sommets G, H, les perpendiculaires GG', HH' surFE. 
Le quadrilatère a pour mesure gEFx{GG'+HH'}. 

Si le plan sécant tounie autour de EF, le facteur 
GG'+IIH' variera de grandeur, l'autre étant constanl. H 
suit de là que le quadrilatère EGFH sera miuiinum, lorsque 
la somme des perpendiculaires GG', HU' sera la plus pe- 
tite possible. 

Par la droite EF menons un plan P, parallÈle aux arÉtes 
AC, BD (Prob. UI). Géiiératement, les droites GG', Hfi', 
parallèles eutre elles, sont obliques k ce plan; déplus, 
elles sont égales entre elles, parce que le plan P est ég»- 
leuent distant des arêtes AC, BD. Leur somme sera donc 
un minimum quand elles seront perpendiculaires à ce plan. 
Alors, GG' sera la commune perpendiculaire aux droites 
BD, EF; HH' sera la commune perpendiculaire aux droites 
EP, AC ; et le plan EGFH sera perpendiculaire à P. 

Ainsi, pour résoudre le problème proposé : 

Faites passer par la droite EF un plan P, parallèle aa^ 
arêtes AC, BD; par cette même droite, menez un plan ?' 
perpendiculaire au premier : il déterminera la section mi- 
nimum. 
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PROBLEME V. 

Partager nne pyramide qaadrangalaire régnlière SABCD en deux parties 
éqnWalenies, aa moyen d*an plan BEFG passant par Vm des côtés de 
la base. 

Par le sommet S, meuons un plan SGH, perpendiculaire Fig. 304. 
aux arêtes AD, BC : il partagera la figure en deux parties 
symétriques ; en sorte que si nous abaissons SO perpendi- 
culaire à la base, et SP perpendiculaire au plan cherché 
CEFB, ces deux droites, hauteurs des pyramides SABGD, 
SEFBC, seront contenues dans SGH. 

Les volumes de ces deux pyramides sont proportionnels 
à ÀD^.SO et 5^±^.IH.SP. Or, si nous abaissons HM 

2 

perpendiculaire à SG, nous aurons 

AD.SO=GH.SO=SG,HM, et IH.SP=SI.HM. 
Nous pourrons donc remplacer les quantités ci-dessus par 

AD.SG et ^^.SL 

Observons actuellement que la pyramide SEFBG doit 
être équivalente à la moitié de la pyramide donnée ; d'où 

AD.SG=(AD + EF)SL 

Dans cette égalité , remplaçons AD , EF par les longueurs 
proportionnelles SG, SI ; et nous aurons 

Sg'=(SG+SI)SI, 
SG st 



ou 



SI SG— sr 
Cette dernière proportion faU voir que le pUm €lwrck^ 



thkohemks kt problèmes 
Vdoit partager en moyenne et exlrémc raison la hanleiirifî 
Vie la face ASD. 



PROBLÈME VI. 

ttaol donne un )iarii]lrli|iiiicile im lODlfs Ic-s hm sont des lonongeii ^m, 
on demande le tolnme de ce polyèdre, en iDncllun des diogonul» iIm 
fim. 

hh SOfi. Coparalléliplpëde, doiit ie cube est un cas particulier, 
^^^^ porte, en Cristallographie, le num de rhomboèdre, parce que 
^^^K le losange est aussi appelé rhombe. 
^^^m Imaginons qu'au sommet Â du rhomboèdre, se réunissent 
^^^B trois angles plans égaux BAD, DAE, EAB; et, pour fixer 
^^^H^les idées, supposons i]ue ces angles soieut obtus. Alors, 
^^^B si nous menons BD, DE, EB, ces droites seront les grandes 
^^^K diagonales des faces AC, AH, AF; de plus, elles seront 
égales entre ell>'s, puisque ces f;iLcs sont di's losanges égaus 
Par ces droites, faisons passer un plan BDE; nous ob- 
tiendrons un tétraèdre ABDE équivalent au sixième du 
rhomboèdre. 

En effet, ce tétraèdre est équivalent à la moitié de la 
pyramide quadrangulaire qui a pour base ABCD et pour 
sommet le point B, et celte pyramide est le tiers du rhom- 
boèdre. 

Nommons g la grande diagonale DE, et p la petite dia- 
gonale AH ; nous aurons 

AB=AD=AE=;-k7+7- 
Par suite, et d'après la formule (A) trouvée ci-dessus 
(Problème U), le volume du tétraèdre sera 



DE GEOMETRIE ÉLÉMENTAIRE. 265 

Le volume du rhomboèdre est doue V=jg'k^3p'— g*. 

Remarques. 1® Le rhomboèdre que uous veuous de con- 
sidérer est appelé rhomboèdre obtus. Il est facile de voir 
qu'avec les mêmes faces on peut généralement former un 
autre rhomboèdre dans lequel les trois angles plans égaux 
qui se réunissent en un même sommet, sont aigus. Le vo- 
lume de ce rhomboèdre aigu sera, d'après la formule pré- 
cédente , en permutant les lettres , 

2^ Le premier rhomboèdre est toujours plus petit que le 
second, excepté quand p=g; alors les deux polyèdres se 
transforment en deux cubes égaux. 

3® V deviendrait imaginaire si Ton avait 3p'< g'; donc le 
rhomboèdre obtus n'est possible que si le rapport de la 

grande diagonale à la petite est inférieur à i/3. 

PROBLÈME VIL 

Étant donné ou dodécaèdre dont tooles les faces sont des losan^s égaux, 
on demande, en fonction de Farète, le volume de ce polyèdre. 

Ce polyèdre, que Ton rencontre dans la nature, est ap- 
pelé dodécaèdre rhomboidal II est représenté dans la fi- 
gure 306- • 

Imaginons que trois angles obtus, égaux entre eux, se 
réunissent par leur sommet commun G , de manière à for- 
mer un angle trièdre. 

Par le point G, menons, dans Tintérieur de cet angle, 
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une droite GS. égalemeiil inclinée sw tes arêtes. Prenons I 
GA=GB=GC=GS ; achevons les losanges GI, GK, GL-, ' 
puis, pur les sommets A, I, D, K, C, L, menons des droites 
^»les et parallèles k AS . les extrémilés de ces droites se- 
ront les sommets d'une ligne brisée DMENFP , égale ï 
AIBKCL. Enfin, concevons quo les plans PDM. MEN. KFB 
Tiennent se conper en nn point H, oppose au sommet G; 
le polyèdre GH 8er;i un dodiScièdre, décomposé en quatre 
parallâlipip&des. Si l'angli; obtus AGB a été convenable- 
ment choisi, ces quatre parallélipiptdes seront, comme on 
le reconnaît aisément, des rhomboèdres égaux entre eui; 
et le polyèdre GH sora le dodécaèdre rhombindal qu'il s'a- 
gissait de construire, 

Afin de déterminer l'angle AGB ou le losange AGBI, ob- 
servons d'abord que , d'après la construction précédente , 
les trois angles dièdres ayant pour arête commune GS, snnl 
égaux entre eux; donc chacun d'eux vaut les ^ d'un angle 
dièdre droit. 

Gela étant, faisons passer un plan suivant les sommets 
A, B, M; nous détacherons du dodécaèdre le tétraèdre 
ABMI (fig. 307) , dans lequel chacun des angles dièdres 
AI, Bl, MI est égal à ^ . Abaissons, du sommet 1, la per- 
pendiculaire 10 sur le plan du triangle é^juilatéral ABM. 
Abaissons aussi, des points B, M, les droites BT, MT per- 
pendiculaires à l'arête AI : elles se couperont en un même 
point T, parce que les triangles AIB, AIM sont égaux; et 
comme l'angle de ces droites mesure l'angle dièdre suivant 
AI, nous aurons 

BTM=É^=BOA. 
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n suit de là que les triangles isoscèles BTM, AOB sont 
égaux; doue, par une propriété connue, BT=BO=^. 

Ënfiu, si nous abaissons lU perpendiculaire sur AM, les 
triangles AIU, ÂMT donneront 

AI __ lU 
AM MT • 

Représentons par g la grande diagonale AB de la face 
AGBI, et par p la petite; nous aurons AM=AB=g, 

ID=|p, AI=JK3M^, MT=BT=^-; et la propor- 

tien précédente donnera 

^^7^^j?=p^/^; d'où? =1/2. 

Ainsi, dans le dodécaèdre rhombdidaly les diagonales de 
chaque face sont entre elles comme V^ est à l. 

Gonséquemment, si Ton désigne par a Tarête du rhom- 
boèdre, on aura 

puis p=^fl/3, fif = 5a|/6. 

La formule trouvée dans le Problème VI donnera donc, 
pour le volume d'un des quatre rhomboèdres, 

Multipliant cette quantité par 4 , nous obtiendrons défi- 
nitivement, pour le volume cherché, 
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PROBLÈME VIII. 

tJn ciilie t\aal iomi [Hg, ôOS) , on prend , sur set arèUs et à partir ia m- 
ïïKh, Ici dislanm El, EK,EL, KH... égales entre elles. On mènels 
plsui AIF, IILP, AKU,,,. lesquels «lêtcrniiiienl un polyèdre ayant pw 
fic« vingt-quntre quadritalrrcs tpa.\. On demande d'énlucr la surfite 
et le Tolunie de ce corps. 

Le polyèdre, obtenu par la construelion qui vient d'êfe 
indiquée appanieul, comme le rlioraboÈdre et le dodécaèdre 
rhomboîdal , h la crislaUographio,. On l'a appelé trajié- 
%oèdre. Il est représeuté dans la fig. 309. 

Lfs six faces du cube sont situées de la même manière i 
l'égard du centre de ce polyèdre. Conséqueminent, les 
vingl-qiiatre faces du trapézoèdre sont égales entre elles et 
également distantes de ce point; et les pjTamides qui au- 
raient pour bases les faces et pour sommet commun le 
centre, seront égales entre elles. I! suffira donc d'évaluer 
la base de l'une d'elles, ainsi que leur hauteur commune. 

Prenons à part (iîg. 310) le tétraèdre ÂIFO , qui a ponr 
base la section AIF faite dans le cube par l'un des plans limi- 
tant le trapézoëdre. Désignons par a l'arête du cube, et par 
b la distance constante lE (fig. 308), laquelle est supposée 
moindre que \ a. Nous aurons, ainsi qu'il est facile de le voir, 

AF=ak^, IA=IF=(/^M^', OF=OA=5AG=Jal/3; 
puis 



OI=|/(-;a^^)V(îa-6)'=|^|û»-a&+6•. 

Soit N (fig. 310] le milieu de AF; menons IN; abaissoos 
OP perpeudiculaire sur cette droite : OP sera la hauteur 
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commune de nos pyramides. Abaissons aussi IQ perpen- 
diculaire à ON. Nous aurons, dans le triangle OIN, 

OP=IQ^: 

Or, dans la figure 308, ON est parallèle à HE; donc 
IQ=^EB=Ja|/2. 

D^aiUeurs, 

ON=|a, IN=|/'ïÊ+ËN=|/6«+îo'; 

la 
donc 0P=|a»/^r-7=====^_L==. 

Si nous menons IL et AH, nous aurons ensuite 

IR IL lE ,, ., IR lE 

==r-rr = r-:; d OU 



UA AH HE' lA lE-hHE* 



Ainsi, IR=-^yo«+6'. 

Considérons maintenant en particulier le triangle isoscèle 
AIF (fig. 311), dans le plan duquel sera située une face du 
trapézoèdre. Le plan HLF (fig. 308) coupe AIF suivant la 
droite RF (fig. 311) ; et si nous prenons IR'=IR, la droite 
AR' représentera Tintersection des plans AIF, HKA 
(fig. 308). De plus, le plan passant par les points R, M, E 
coupe le plan AIF suivant une droite qui passe en N, et 
qui est parallèle à IF. Si donc , par le point N (fig. 311), 
nous menons NF' parallèle à FI, et NA' parallèle à Al, le 
quadrilatère NSUT sera, en vraie grandeur. Tune des faces 
du trapézoèdre. 

Pour évaluer ce (Juadrilatère , représentons , pour abré- 
ger, AF par 2 a, AI par j3, NI par h, et IR par y. Nous 
aurons, en menant NX parallèle à FR, 



L 
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d'où ^^^?^- 

Les qu.idrilalères IRUR', NTUS sont éïîdcmmpnt« 

blables; donc 

NTus— muu' [{^^]\ 

Or, IRUR' 3 pour mesure 

■u..nR.,,„,ï^.2.J=i5i. 



Donc NTUS = ;^ 



ni' — 



= F, 



en appelant F l'aire d'une face du trapézoèdre. 
Mais «=*-cK2, f3=/^H^, y=-^V^VM, 



donc 



Enlin, si nous ntuliiplioiis celte quantité par 



nous auront, pour le volume cherché , 
V= ~ 

PROBLÈME IX. 

DsDi ane pyrtmide qnadraDgulalrt SA6GD qni a poar We oa trapèie AUD, 
00 donne: 1° la face SAB; î" les direclioas dei arèl«s pirallèlei AD| 
BG; 3° ks angles de la tace SGD; et l'on demande de cousduire h 
pyramide. 

Fie. 512. Du sommet S, abaissons SP perpendiculaire au plan de 
la base, lequel est connu de position. Abaiasous euuile 
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^Q perpendiculaire au côté inconnu CD , et menons SQ : 
;ctte droite sera la hauteur de la face SCD , laquelle est 
tonnée d'espèce, mais non de grandeur. 

Le rapport des segments CQ, DQ est donné; si donc 
lous divisons le côté AB, au point E, dans ce même rap- 
port, le point Q sera situé sur EE' parallèle à BC. 

D'un autre côté , le rapport ^ est connu ; donc si nous 

supposons QR=QS, le point R sera situé sur une parallèle 
FF' à BC, passant en un point F déterminé par la propor- 

SQ EF 

.ion ^,g — jgg. 
Menons maintenant PR et RS ; nous aurons 



RS=SP + PR=SP + PQ + QR=2QR; 

d'oùQR— PQ = SP. Ainsi, dans le triangle PQR, rec- 
tangle en Q, la différence des carrés construits sur les côtés 
de l'angle droit est connue. La construction de la pyra- 
mide est donc ramenée à ce problème de Géométrie plane : 

Déterminer un triangle rectangle PQR, dont un sommet Fig. 313, 
P est donné, dont les deux autres sommets Q, R sont situés 
sur deux parallèles données EE', FF^ et dans lequel la 
différence des carrés construits sur les côtés PQ , QR de 
ï angle droit, est égale à un carré donné m». 

Pour résoudre ce dernier problème, abaissons PP', RR' 
perpendiculaires à EE'. Nous aurons d'abord 



QR=QR'+RR^ PQ=PP' + P'Q; 



d'où m«=QR'— P'Q + RR' — PP'- 

Les longueurs PP', RR' sont connues; donc la dernière 
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équation é<iuivaut à Qll' — QP = tf, o éianl une droite | 
donnée. 

En second lieu, les triangles PP'Q, QR'R sont sembb- 
blés, comme .lyant tes côtés perpeudiculaires ; dune 

™=g. ou QR'-P'Q = PP''RR'. 

Le rectangio des segments QR', P'Q étant connu , ainsi 
que la différence de leurs carrés, le problème ne présenu 
plus aucune difficulté. 



PROBLÈME X. 



Coujier |iflr un plmi un prisme IriaiigalïiK duniii- , ilc manière que lu stéts> 
i»il Kuiblable a uo iriSAgle dooné. 



On peut toujours supposer que la seclion passe par un 
sommet de la base du prisme ; alors elle retranche du prisniï 
une pyramide ayant pour base un trapèze; et l'on est ra- 
mené au problème précédent. 

Remarque, Cette solution, remarquable par sa simpli- 
cité, est due à Simon Lhuilier. En la modifiant légère- 
ment, on peut l'appliquer à cet autre problème : 

Projeter un triangle sur un plan donné, de manière qut 
la projection soit semblable à un triangle donné. 
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PROBLËHB XI. 

nr les côtés d'on hexagone régulier ABCDEF, on élève six plans, perpen- 
dieulaires à eelai de celle figore. On prend les arêtes non consécutives 
Bff, DV, FF, égales entre elles. Enfin, par chacune des droites B'D', 
DT, FB", et par un point S, situé sur Taxe de l'hexagone, on fait passer 
des plans SB'CIK, SD'ET, Sf A'B". Comment doit-on prendre le point S, 
pour qne la somme des faces du polyèdre ainsi formé soit un minimum A'? 

Remarquons d'abord que le volume de ce décaèdre est Pio: 314. 
indépendant de la position du point S. En effet, ce corps 
se compose de douze prismes triangulaires égaux àOBGSB'C, 
ou symétriques de OBCSB'C; et il est facile de voir que 
ce dernier prisme a pour mesure OBC . BB^ 

Actuellement, pour déterminer, parmi tous les polyèdres 
construits comme il vient d'être dit, quel est celui dont la 
surface latérale est la plus petite possible , observons que 
cette surface se compose de six trapèzes égaux à BCB'C, 
et de six triangles égaux à SB'C^ Il suffit donc que 
BCB'C'+ SB'C soit un minimum. 

Menons les diagonales OC, BD du losange OBCD» et 
les diagonales SC, B'D' du losange SB'C'D'; menons en- 
core la droite ir qui joint les centres de ces deux figures. 
Nous aurons, comme il est aisé de le reconnaître, 

BG=2CI=|J|, BB'=:n', IB=rB'. 

Le trapèze BGS'C a pour mesure 

i(BB^+CCOBC=(BB'+CG')p|. 

D'un autre côté, Taire du triangle SB 'G' est TB'. TC 
La quantité qu'il faut rendre minimum est donc 



(BB'+CG')]]| + nBM'C'. 



i9 
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En négligeant le facteur constant l'B'. ainsi que le vemt 

constant BB', on la réduit à 



Prenpnsàpai't(tig.3151 letrapèieICi'C',tlans lequel [es 
deui( côtés perpcndiiiulaiies IC, H' sont donnés. Menons C'H 
parallèle à IG; et, h cause de CC'=:ir— GI', il nous suf- 
fira de eliercher le minimum de la quantité l'C — 77^. 

Ppurcel^, désignons Ç'fi par a. Gf'par ;];, e()'g'— ^ 
par »; nous aurons 

y^'^+^—y^=z: d'oii 2j:'— 2ïj;k'5 + 5(fl»— s»)=e. 
Cette équation du second degré a ses racines imagintàm 
I9ut çue n* est inférieuf à ^s-'. Conséquemffient , le m\\i\- 

mum de s est n y - . et la valeur correspondante de x esi 

n résulte de là que /a swr^P? M^ck d» flçfyédr* pi* 
yosi sera h p(ii# petite pçssiblf, gmn4 te dig'&euff 0re 
lg$ arêtes PB' fi CQ' sera égale au quart de la difig^ngk 
ai em^ imstruit avee AB corme dflW. 

Remarquf, ifi polyNre doM noHs vePSP^ de qous oc- 
cuper est celui qui constitue chaf\ipe d^g alvéolç^ de Ta- 
beille. 

PROBLËHB Xn. 

Partager ud (ronc de pyramides en parties proporliotinelles à des uombrx 
deiflès, par des plBHs parallèles aux bas». 

Ce problème n'est pas su^eptible d'une solution gra- 
phique , fondée seulement sur l'emploi de la règle et du 
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compas. Nous allons (|9nc chercher les {^prefsions a^f^(ft 
iriques des différents segments de la hauteur du tronc : 
illes permettront, darj^ cbiique cas partic|ilier» de calculer 
es valeurs numériques de ces lignes. 

Sfli^Rt B» J^ les deux bases , et H la hauteur du tronc. 

Supposons , pour fixer les idées , que ce polyèdre doive 
Stre partagé en quatrq parties, prQpprtionnelles à m, n, ;), 
q; et soient Xy y^z^t les hauteurs de ces segments. 

Prolongeons les faces latérales du tronc , de manière à 
reconstruire les deux pyramides dont il est la différence . 
Soit h la hauteur incQiipue de la petite pyramide; alors 
H+b sera la hauteur de la grande. 

Nommons actuellement B', B^, B''' les aires des sections 
faites dans le tronc par les plans parallèles aux bases ; nous 
aurons^ par un thépràioe cQnqu, 

B Y B' _ B^^ b^ 

En comparant chacun des segments au tronc total, nous 
obtiendrons (snsuite 

(B-t-B'-f-v/W)a; m 

(B-+-l)-f-v/BFjH s ? 

( BH-B'-4-v/ffF)y n 

(BH-b-+-v/BF)H «' 

(B'H-B"-4-v'FFjg p 



{B"-hb'+'\/W'b)t _q 
(B-i-6-hV'B6)H """•^' 

en appelant s la somme des quantités m,^fP,Q, 
Les premières proportions donnent aisément 

v/B— /6 V^B— v^B' ^/W—s/T /B'-v^ y/W—y/b 

B ' X y %^ t * 
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v/B— v/fi ' i/B-l/E ' 

En siibstituanl c^s valenrs tlans les antres proportions, 
un obtieni 

Bl/5— BVtf m 



t 



BV^S— 6V'6 
B't^— BV5' _ 
B\/S— bV^ft ~ 
B't/F— B"V'T^ _ 
BV'È^fcl/È ~ 
B'VW—bVb 



B\/B~b\/l '' 

On ilédilit . de la dernière proportion , 
puis, par des substitutions successives, 

B'^^F=6^a+:^=!^(Bl/B-6/l.). 

Dans chacune de ces nouvelles équations, formons les 
carrés des deux membres, puis extrayons la racine cubique, 
de part et d'autre ; nous obtiendrons 



B™= l/^iftKÏ+lim^^— frT^, 
B'=|y[fc|^+5±f±5'(BKB-fri7ï)f; 
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Il ne reste plus maintenant qu'à faire de simples substi- 
tutions pour obtenir les valeurs définitives de x, y, 2, t. Ce 
dernier calcul ne présente plus aucune difficulté. 

PROBLÂHE XIII. 

Couper an cube par on plan, de manière que la section soit on hexagone 

régolier. 

Prenons les milieux M, N, F, Q, R, S de six arêtes con- Fig. 316 
sécutives du cube : ces six points seront les sommets d'un 
liexagone régulier satisfaisant à la question. 

D*abord, le polygone MNPQRS est plan. En effet , les 
.deux côtés MS, NP, prolongés, rencontrent évidemment en 
un même point I le prolongement de l'arête FB. Donc ces 
deux côtés» et par suite tous les côtés, sont situés dans un 
même plan , parallèle à celui qui contiendrait les sommets 
B, E, G du cube. 

En second lieu , Thexagone est équilatéral : car le côté 
MS, par exemple, est égal à la demi-diagonale de la face 
ABFE. 

Enfin , chacun des angles de l'hexagone MNPQRS est 

égal à 5 d'angle droit. En effet, l'angle SMN est le supplé- 
ment de IMN. Or, le triangle IMN est évidemment équila- 
téral ; donc» etc. 
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fietnarfiues. i* L'hexagone régnlier IttNPQBS est isiçt ' 
riiDËtrt; uvei; le triaogle équibtéral BEG. Il est facile de té- 
connaître que la même ptopriélé subsistferait pour tous les 
hexagones (létcruitnés par des plans parallèles k BEG. 

2° Oli Siiil (tli. tT, Liv.IV) (|ue, parmi Ibusiespolj- 
gones isopérimètres et d'un même nombre de côtés, le 
înaximuoi est le polygone régulier; donc, d'après la K' 
inarqne précédente, l'hexagone régulier MNPQRS est pim 
grand que tous les hexagones résultant de la section du euk 
par des plans parallèles à BEF. 
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TnÉoRâMS i. 

Deux poiiiU réciproque^ quelconques, l'un intérieur à une. sphère, ^ait^( 
extérieur à cette sphère , partagent harmoniquement le diamètre qui 
les contient. 

(Vdjcx Th. XlXi Liv. m.) 

THÉORÈME II. 

tÈ (Usinées alin j>oint qnelcdhque (l'une sphère à aeiîx points Kelp^^j 

sdht dans un rapport constant. 

(Voyez Th. XX, Liv. lU.) 

THÉORÈME III. 

1^ lièi tittt^tes menées à mk sphère S; d'nii peint extérieur A, liliht igilà 
entre elles; 2® le lieu de ces tangentes est une surface conique de révo- 
lution ; 3® le lieu de leurs points de contact est une circonférence située 
dans mi plan P perpendiculaire au diamètre EF passant par le point ex- 
térieur A. 

l?âr le àîamètre EF, faisons passer divers plans : ilâ boli- Fie. 31 "î 
peront la sphère suivant les circonférences EBF, ECF, 
EDF,... Menons, à cfes lignes, les tangentes AB{ AC^ AD;... 
et menons leà rayons BO, CO, DO,... Nous obtiendrons 
ainsi des triangles rectangles ABO, ACO, ADO,;; 4 évidem- 
ment égaux entre eux. Donc, l^' les tangentes AB, AC, 
AD^.. sont égales entre elles. 
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^^^1 A cause de l'égalilé des luémes triangles, les angles 
^^^1 BAO, CAO, DAO,... sontégaui entre eux; ainsi. 2° le lieu 
^^^1 des tangentes est une surface conique de révolution. 
^^^1 Enfin, si nous abaissons des points B, C, D,... les per- 
^^^B peudlculaires 61, CI', DI",... sur AO, toutes ces droites 
^^^H seront égaies entre elles; et les points 1, I', I",,.. se con- 
^^^V fondront, parce que les triangles rectangles ABl, ÂCl', 
^^^H ÂDI",... sont, d'après ce qui précède, égaux entre eux. 
^^^H Donc, o" le lieu des points de contact B, C, D, ... est une 
^^^P ligne plane, 

^^^Ê Remarques, i" On peut abréger considérablement la àé- 
^^^m uoiistration précédente, en supposant que la figure ABFE 
^^H tourne autour de AO. Dans ce mouvement, la demi-circao- 
^^H férence EBF engendre la surrace sphérlque S; la droite A£, 
^^^P qui ne ckanue pas de longueur, engendre une surface cd- 
■ nique, circonscrite k la sphère : enfin , le point de contact 

' B décrit une circonférence dont le plan est perpendiculaire 

à l'axe de rotation. 
2" Le point E est le pôle du petit cercle BCD; donc 

les arcs de grands cercles EB, EC, £D,... sont égatu 

entre eux. 

THfiORÈHE [V. 

Le sammel d'an cnne C , circODscril ù une sphère S, esl le pôle da plan P 

de la circonférence de conlacl. 

Fie. 317. On appelle p/a« po/aire d'un point A, relativement aune 

sphère S , le plan perpendiculaire au diamètre AO, mené 

par le conjugué du point A. Béciproquement, le point A. est 

le pôle de ce plan. 

Cette défiaiUon étant admise^, le théorème coosiste ea 



/ / » f 



DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 281 

ce que le point I, où le plan P coupe AO, est le conjugué 
lu point A, etc. (Voyez Th. XXI, Liv. III.) 

« 
THËORÈHE V. 

Le pèle K de (oat plan F passant par an point A, est sitné sur le plan 

polaire P de ce point A. 

Par le centre de la sphère S, concevons un plan Q, 
perpendiculaire aux deux plans P, P^ Ce nouveau plan 
coupera les deux autres suivant deux droites , dont Tune 
D' passe par le point A , et dont l'autre D sera la polaire 
du point A, relativement à la circonférence G déterminée 
par le plan sécant. Il est facile de voir, maintenant , que le 
pôle du plan P', relativement à la sphère S, se confond 
avec le pôle de la droite D^ relativement à la circonfé- 
rence C. La proposition est donc ramenée au Théor. XXII 
du Livre III. 

THÉORÈME VI. 

Le plan pohire F de tout point A' pris sur un plan P, passe par le pèle A 

de ce plan P. 

(Voyez Th. XXffl, Liv. ffl.) 

Corollaire. Si chacun des points ffun plan P, extérieur 
à une sphère S, est pris pour sommet d*un cône circonscrit 
à la sphère^ les plans des circonférences suivant lesquelles 
tov^s les cônes ainsi déterminés touchent la sphère, se coupent 
en un même point A, pôle du plan P. 
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TUËORËMK VU. 

Le pAI« A de liiiil plan P |iaiissnl par unit droiln U, t^ tiliiê mr la drailt 
I)', réciproque tic lu premiÈre, 

Nous cou vie II (Irons d'appeler droites réciproifues dcu 
droites passant par deux poinis réciproques, perpendic> 
laires entre elles, el perpendiculaires au diamètre qui con- 
tient les deux poinis réciproques. 

Oh étant, prêtions pour plan de la figure celui qui pssw 
par le centre de la spllère et par la droite D'. AbaisSon* 
OB' perpendiculaire ii cette dernière dioite, et aolt El^ 
pDÙit récit)roque do E' : la drrtite D sera la perpendicUlaiM 
Ru plan di! la tignrc, projetée en Ë; et le plan P aura pHHt 
(trojection iiniî droite tells que BEC. D'ailleurs, le prtl^ .4 
du plnii P est le conjugué du pied A' de la perpeiidJculâilf 

ihsi» sur ce plan, par le centre d6 la sphère (Th. IT). 
Donc ce pôle est silué sur la droite D'. 

THliORÈnB Tlll. 

Le plau polaire P de tout point A pris sur une droite tf, paue paria droite D, 
réciproqoe de la première. 

(Voyez Th. VI.) 

titËdRElilk a. 

Tonte eorde, menée pur un point A, al divisée hamtoniqnemeDt plr ce ptiil 
et par son plan polaire P. 

Par la corde et par te centre de la sphère, faiStihs passèt 
un plan Q; il coupera la sphère suivant une circonférence 
de grand cercle ; et il coupera le plan P suivant une droite, 
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polaire du point A par rapport à cette circonférence (Th. V); 
donc, etc. (VoyezTh.ixlV,Liv. Iti.) 



ÏHÈdRÈlilE X. 

tiê liêa ies pôles d'iine droite 1) , relativement à tous les cercles situés sur 
kk kpiilrt ii et pasM t)ar cette droite, èit la droite D', réciproquiB 

Soit O la circonférence de grand cercle dont le plan est Fig. 31 î 
perpendiculaire à la droite D. Soit, en outre, A la projec- 
tion de celle-ci. Tout petit cercle de la sphère, passant par 
cette droite D ; sera projeté suivant une corde BC passant 
par ce point A; et il aura BG pour diamètre. Conséqiiem- 
ment^ le pôle M de la droite D^ par rapport à ce petit cercle, 
sera ditué sur la corde BC. Et comme le diamètre BC doit 
être partagé harmoniquement par D et par M, il s'ensuit 
que ce pôle est l'intersection de BG avec la polaire EF du 
point A^ relativement au grand cercle 0. Le lieu des pôles 
de la droite D est donc cette droite EF, laquelle est évidem- 
ment la réciproque de D. 

THÉORÈME XI. 

Le liéii dés polaires d*nn point A, relativement à tous les cercles situés 
sar une sphère S et passant par ce point , est le plan polaire de ce 
même point. 

La démonstration est analogue à celle du théorème pré- 
cédent. 



»4 THEOREMES ET PROBLEMES 

THËORÊHE XII. 

\jf \m géométrique it\ poinla d'égsie puissau<!c par rapiwrt à deux tpUn* 
S, S', ni lin plan P, perpenriicDlaire ù la ligne des centres. 

On reconnaît l'acilemeiit que si, par uu point tixe, ou M 
passer une droite quekoiique , terminée de part ei d'auto 
à une sphËre donnée , le reiïtmigk des segments de cette 
corde, déterminés par le point, sera constant. 

Ce rectangle constant est appelé puissance du point par 
rapport à la sphère. 

Cela posé, la proposition est immédiatement ramenée! 
cflle de la Géométrie plane. (Voyez Th. XXXI, Liv. III.) 

Remarques. 1° Le plan P est appelé plan radical des 
sphères S, S'. Il se confond avec le lieu des points d'où 
l'on peut mener aux deux sphères des tangentes égales. 

a* Si les sphères se coupent, le plan radical est celui ée 
la circonféreni'e cûmmuiie. 

30 Si les sphères se touchent, le plan radical est le plan 
tangent commun. 

THËORËHB Xlll. 

htt plins radicaux de trois sphères, considéréei denx i deax, se unpnt 
sniTant nae droite D, perpendieuiaire aa plan des trois centres. 

(VoyezTh. XXXn,liv. m.) 

Remarques, i" La droite D est Yaxe radical des trois 
sphères. 

2° Si trois sphères se coupent deux à deux , les plmt 
des circonférences communes se coupent smvant une mène 
droite, et4:. 
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THÊORËMB XIV. 

Les plans radicaux de qoalre sphères, considérées trois à trois, se coupent 
tous les quatre en nn même point, appelé centre radical des quatre 
sphères. 

(Voyez Th. XXXH, Uv. ffl.) 

THEOREME XV. 

Le lieu des points d'égale puissance par rapport à deux cercles situés 
sur une même sphère, est Tintersection des plans de ces cercles. 

Observons d'abord que toute corde, soit du premier, 
soit du second cercle, est une corde de la sphère. Donc 
tout point pris sur l'intersection des plans de ces cercles, 
est un point d'égale puissance par rapport à ceux-ci. 

D'un antre côté , par un point non situé sur cette inter- 
section, on ne peut faire passer, à la fois, une corde du pre- 
mier cercle et une corde du second; ce point ne saurait 
donc appartenir au lieu dont il s'agit. 

THEOREME XTI. 

Si, par un point P, pris sur la surface d'une sphère S, on fait passer deux 
arcs de (grands cercles PA, PB, taugenis à nn petit cercle C, ces deux 
arcs seront égaux entre eux. 

« 

Soit AT la tangente commune au grand cercle PA et au pio. 320. 
petit cercle G. Soit, de même, BT la tangente commune aux 
cercles PB et C. Ces deux tangentes, étant situées dans un 
même plan, iront en général se couper en un point T, situé 
sur l'intersection POP^ des plans des deux grands cercles. 
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Donc (Th. III), cHps seioiil égales, el les arcs PA. PB * 1 
ronl égaux. 

ReTnarquc. La circonférence de grand cercle PAP'.ian- 
gciitp au pL'lil cercle C, est dite imgente sphérique de et 
' petit cercle. 

THËOnËHE XVU. 

, Le lien i\i% poiiib P il' mi l'wi peut tnCnw i ilmi urân i,^ \ t'Hues nt 
iiiif «[iliÈre S, Aes laiigcnlei t|)lii:riqDes égales , est unt; circantrrencc dt 
Itrand cercle dait k plirn pas» pat l'inLenectiiin dei pians de tu dut 
cmia, 

Du {loiiit P comme pAle, avec V\. pour ra^ott spbéff^ve, 
déRrivous it puliL cercle ADA'B' : il coupera les cerckii 
C, C aux points A. B, A', B'.oii les tangentus spliérii(U«s 
f A, PB, PA', PB' toflcheiit ces petits cercles (Th. XVI). 
De plus, \tts tan^sntfig en A, B, A', B', à ces tangeuk's 
ipliériijiies, lont concourir en un iininl T, situé sui' le raïQii 
QP pi'olongé. Or, le point T appartient évidenament h l'in-; 
tersection RR' des plans des deuK petits cercles. Oono li 
lien des points P est situé dans un plan passant par l« 
centre de la sphère et par l'intersection RR'. 

Remarques, l" La tangente AT k l'arc de grand cercle 
PA , est, par hypothèse, tangente au petit cercle C. De plus, 
la tangente AH au cercle ABA'B' est perpendiculaire à AT ^ 
c'est ce que l'on reconnaît en observant que les plans des 
cercles PA, ABA'B' sont perpendiculaires entre eux, et 
que AH est perpendiculaire à leur intersaction AL Donc le 
cercle ABA'B' coupe orthogonalement le cercle C, le cerele 
C, «t enfin (nus les cercles dont les plans passent par li 
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^ gi le ppint T se déplace sur la droite RRS le cercle 
3rthogonal ABA'B' variera; mais le plan de ce cercle est le 
^}an poUlre du point T (Th. lY); donc il passe constam- 
ment par la droite réciproque de RR^ (Th. YUI) ; donc toutes 
les cirpqqférence^ telles que ÂRÂ^B^ se coupent an deux 
points ^^ç ff FS qui sont ceux où la surface de la sphère 
çst r^nppptré^ p^r la droite réciproque de RR'. 

THÉORÊMB XVIII. 

Si FoD conçoit , sur une sphère , une infinité de circonférences (1 dont les 
plans passent par une droite D, et une infinité de circonrérences t dont 
les plau passent par la droite D', réciproque de D; chacune des pre- 
pèrei cireopierfînces epupe orthogonalemeot ebaei|ne des dernières. 

Ce théorème est évidemment contenu dans les ^eu^ rç* 
marques précédentes. 

THËORW XIX. 

te somniKt i d'an angle sphérique CAD , circonscrit à un cercle directeur FiG. 521 . 
ÇPK , a |OHr cercle conjugué celui qnj pa^sa pa|i les points d^ contact 

Supposons que, par le centre de la sphère, on fasse Fig. 322. 
passer un plan perpendiculaire à celui d'un cercle situé sur 
cette sphère. Soit alors CD la projection de ce cercle, lequel 
a pour centre et pour pôle les points I et P; et soient A', 
B' deux points réciproques, ou conjugués par rapport à pf 
même cercle, c'est-à-dire deux points satisfaisant à la rela- 

2 

tion IA'.IB'=ID. Si Ton conçoit les deux rayons OA', 
OB', ils rencontreront la surface de la sphèrç ep deux 
points Ay B; situés sur la circonférence de grand cercle 



>88 THEOBEHES ET PROBLEMES 

ACD : ces points Âi B seront dits cotijugués par rappefl ' 
au cercle directeur CD. 

Ainsi, deux poitits A. B, situés sur la cireovférence dw 
grand cercle perpendiailaire à un cercle directeur CD, m\ 
dits conjugués par rapport à celui-ci, lorsque les droitet w- 
nées du centre de la sphère à ces deux points, rencontrai J 
le plan du cercle directeur en deux points réciproques (*). 
Eu second lieu, nous conviendrons d'appeler cercle eanr 
jugué d'un point A le grand cercle BO mené par le pûâtl 
conjugué de celui-ci, perpendiculairement au grand eertU 
} qui contient les deux points. 

ÎRédproquemenl, le poinl A est dit conjugué du cerdeOB. 
Enfui, deux gratids cercles AO. BO. menés par itus 
points conjugués, perpendiculairement au grand cercle ^i> 
contient les deux points, sont appelés cercles conjugués ("j. 
Ces définitions étant entendues, la démonstralioa dii 
théorème est facile 
Fio. 521. En effet, soient CA', DA' les droites suivant lesquelles 
les plans des grands cercles AC, AD coupent le plaa du 
cercle CED : ces droites, tangentes à ce petit cercle, se cou- 
peront en un pointA', pOle de la corde de contact CDjetlf 
milieu B' de cette corde de contact sera le point réciproque du 
point B. De plus, toute la figure est symétrique par rapport 

(*} Les lecteurs à qui les déDailioDs de la TrigODométrie sont ftni- 
Uères Terronl immëdlaiement qu'en désignant par a, p, i les arcs FA, 
PB, PC, on a 

lang ot . lang ^ — UDg< •[. 

("] Ces dénomi Dation s, ainsi que la plupart des théorèmes conteus 
dans ce V1I< Livre, m'ont élé suggérés par la lecture d'un trÈs-int^ 
ressiDt ifAnatnfurlaiphcn, dnnt l'auLciir esl H. Hregmann, de li\\e. 
(l.C.) 
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au plan OA'B'. Donc le grand cercle GBD est conjugué du 
point A. 
(Voyez Th. XXI, Liv. ffl.) 



THÉORÈME XX. 

Le eoiyngoé A' de loat grand cercle G passant par un point A, est sur 
le grand cercle fi conjugué de ce point A. 

Imaginons des droites menées du centre de la sphère 
à tous les points de la figure, et prolongées jusqu'à ce 
qu'elles rencontrent le plan du cercle directeur D : le lieu 
des points d'intersection sera une figure plane qui pourra 
être regardée comme une transformée de la figure sphérique 
donnée. Ainsi, les cercles G, G^ seront transformés en deux 
droites c, c' ; et les points A, A^ seront transformés en deux 
points a, a'. 

Actuellement, de ce que le cercle G est conjugué du point 
A, il est facile de conclure que la droite c est la polaire du 
point a, relativement au cercle D. De même, la droite c' est 
la polaire de a\ Mais cette dernière droite c' passe évidem- 
ment par le point a; donc son pôle a^ est situé sur la droite 
e (Th. XXII, Liv. III) ; donc le point A' est situé sur la cir- 
conférence G. 

Remarq^ie, La transformation dont nous venons de faire 
usage s'appelle transformation conique ou transformation 
perspective : elle ramène , dans un grand nombre de cas , 
les théorèmes de la Géométrie sphérique aux théorèmes de 
la Géométrie plane. Gomme application de cette méthode, 
nous indiquerons les propositions suivantes , en nous con- 
tentant de les énoncer. 

19 
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THÉORÈME XXI. 

Le gnwl cercle C, cnnjitgué de lout point A' prît m an grand c«Mi t, 
\mst par le |ininl A, conjugue if t.c dernier cftrcle, 

Corollaire 1 . Ai . par m point A. pris siir la surface ii 
la sphère, oh fait passer un arc de grand wrcle ABC m- 
fant en deux points B, C un petit cercle donné BC : que. 
par ces deux puinU, on mène à ce petit cercle deux tan- 
Smlea tphéri<[ueit DM . CM i Je lieu du point di renemirt 
U de cet tangente» m me eireonférenee de ifrand cercle. 

Corollaire 2. Si. par différents pointa M, M', M",... prii 
tur me circonférence de grand cercle, mi m/ne, à un petit 
cercle donné b. des tangentes spk&tijues, les are4 de prOfiA 
cercles hC, H'C, B"C'',.., tjui joigneitt les couples depànb 
de contact, passent tous par le même point A. ^^M 

(Voyez Th. XXIII. Liv. lU.) ^( 

THËORËHE XXIL 

n la art) de ptnit ecretes qai joignent les sommeil eorretpmdaoti deltn 
IriiDglti iphérlqnes » cospenl tu >■ mènw ptal, iei poiili d» (swai 

du tHH oppMés MDi tiiiki HT oie mim im^mm ii fw4 m^ 

— Et téciproquement. 
(VoyezTh.XV, Lir.m.)n 

(*) On « vu, i l'endroit cité, que si les pointa de eoncoan ée% cMi 
correEpnDdiDts de deux triangles rectilignes mhil illuéf sur uw |i4«e 
droilo D, ces deux triaagles sont dits homoiogigves. Ça outre, t* dri^t* 
Dest l'axe d'homotogit;&i le point de concou^:^des droites metiéespir 
lea sommets correspondants est le ctnlre d'homologù. 

D'un autre c6lé, ou sait (Tb. V, Li*. III) qw Jeu M^gmitt ifriif- 



Si (ten polygon^ii spbériques sopt CQinposés d'un mên)^ Bombre de (ri^oyles 
tels, que les poiats 4e coneours de deux côtés homologues quelconques, 
pris dans deux triangles correspondants , soient tons situés sur mie ipème 
eirconférenee de grand cercle, les arcs de grands cercles qui joignent les 
sommets homologues de ces deux polyjroii^s, se foepent (eus ep 9p ipème 
point. 

Remarque. La réciproque n'est pas toujours vraie. 

THÉORÈME XXIV. 

IMw tAirt quadrilatère sphérique, inscrit a un petit eerele, le point d« ren- 
ffnlrf 4^s diagonales, et les points de concours des côtés opposés, for- 
mat an triangle dans lequel chaque sommet est conjugaé du eèté opposé. 

(Ypye* Th. XXV, Uv. III.) 

gnes, semblables et sémblablement situés, c'est-à-dire deux polygones 
homothétiqws, ont un centre de sipnilituile. 

L'ensemble de ces deux propositions prouve que deux triangles rec- 
tUignes^ semblables et semllablement placés y sont deux figures homologiques 
ayant leur axe d'homologie IransporiéàVinfim; de sorte que la simili' 
tude^ ou plutôt l'homothétie, est un cas particulier de Vhomologie, 

Si VoB pa^se des Ugures planes aux figures sphcriques, au meyeii de 
li| piv^eeiinn conique, on n'aperçoit plus aucune différence entra l^ho- 
.moihétie et l'homologie : deux triangles rectilignes, soit homothétiques, 
soit homologiques , donnent toujours lieu à deux triangles spbériques, 
tels, que les points de concours do leurs côtés corvespoudants sont si- 
tués sur une circonférence de grand cercle. 

Par suite, la propriété dont jouissent deux polygones rectilignes ho- 
mothétiques, d'avoir un centre de similitude ou d'homothéiie, est rem- 
placée, quand on passe aux figures spbériques, par une propriété plus 
|éaérdt0. éaoncée dans le Théorème KXIII. 

|*Coua n'avons pas besoin d'ajouter que cette généra iiaation de la 
théorie du centre de similitude subsiste pour les figures planes. 

(Sur toutes ces questions, le lecleur peut consulter les beaux travaux 
de M. Ghasles. ) 
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THROHËMB XW. 

Dm totl qni<lriUlirc sphjrique tooiplfl, cinon)cril ■ nn petit cmk. 
cliacune in dlHffonal» ts.l conjngnée ilii poinl d'ialcni'clioa des dei» 
aalfes. 

(Voyez Th. XXVI, Liv. 111.) 



THEOREME XXVI. 

n iea\ ({[ladrilalrrrs i|ili^ri<|iies sodI , l'an Inicril el l'sulK ciKOiitiril i m 
mSme peiil cercle, ie maaitre qae les «ommrls du prvmier soiesl Is 
poioU it coDtacl des tMh du secood : 1' 1» |)oinU de coneonn da 
cités opposes de ces quadrilatères sont siluês sur une sittne circonfémn 
de ^raud ceitle; f les diagonales des deux quadrllalires se cuupenl u 
un mime pninl,eorjiiguéde eelleeirc(nirérence;3°lejpolnls de eoBcmin 
des ctlés opposé) du quadrilaUrc iHseril toiil lilués sur lei disgoubi 
du quidrilulére circnnscrjl. ^h 



(Voyez Th. XXVII . Liv. lU.) ^B^ 

THÉORÈME XXVll. 

Dini tout hexagone aphérique , ioscril ii un pelil cerele , let points de ton- 
eours des c6lés opposés, pris deni à deux, soot tous let trait ur uc 

eireonFérenee de grand cercle. 

(Voyei Th. XXVUI, Liv. Hl.) 

THËORÈMB XXVin. 

Dons tout beiagone spbériqne, circonscrit ii un petit cerele, les diagonales 
menées par les sommets opposés, pris Atn\ è deux, se coupent en un mine 
point. 

(Voyez Th. XXIX, Liv. IIL) 
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THËORËHE XXIX. 

Dans tout triangle sphérique, inscrit à un petit cerele, les points de coneonn 
des eélés avec les tangentes sphériqnes aux sommets opposés, sont situés 
sor ooe même eireonférence de grand cercle, 

(Toyez Th. XXX, Liv. ffl.) 

THÉORÈME XXX. 

Par deux cercles AEB, CFD, tracés snr une sphère, on peut généralement 

faire passer un cène. 

Soit BACD le grand cercle perpendiculaire aux deux cer- Pk;. 52g 
des donnés; et soient AB, CD, les cordes suivant lesquelles 
ceux-ci se projettent sur le plan BÂGD. Les droites ÂG, 
BD, étant prolongées, se couperont généralement en un 
point S, qui pourra être considéré comme le sommet d'un 
cône oblique ayant pour base le cercle ÂEB. 

Gela posé, je dis que la courbe suivant laquelle ce cône 
coupera de nouveau la surface de la sphère, sera la circon- 
férence CFD. 

Prenons sur AEB un point quelconque M » et soit N le 
point où la génératrice SM du cône perce la surface de la 
sphère. Abaissons SP perpendiculaire à AB : cette droite 
sera la hauteur du cône. Enfin, joignons le point M au point 
P; puis, dans le plan MSP, élevons NQ perpendiculaire à 

SM. 

Le quadrilatère NMPQ, qui a deux angles opposés]|droits, 
est inscriptible ; donc 

SP.SQ=SM.SN. 

MsûS'le rectangle des segments SM, SN est équivalent à 
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«lui des segments SA, SG (Tli. VII); l'égalité précédeole 
équivaut donc à 

SP.SO = SA.Si:. 
Ottie dernière pxprimp rjue le point Q est le pied dé là per- 
pendiculaire abuisséi; du poiai C sur Sf*; donc ce point Q 
est indépendant de la position du point N ; donc lu coHrk 
d'iuterseeiioii du cône el de la sphère donnée apparlieiili 
une autre sphère .lyant QS pour diamètre, etc. 

Remarques, i" Indépendamment du cône S, il en exisie 

«D général un fluirc ayant pour soitiitiet, on plutôt poi^ 

relire, le point de rencontre S' des diagonales AD, BC. 

8" Si les deiiK l'ercli'K AB< CD sorlt égaux, le tànv- S w 
irnllslbrmt: en un cylindre [|Ui e»t généralement oblique. 
_ 3" Lps angles SAB, SDC, qui mesurent les inclinaisoiii 

^^^1 des ptails AKB, CFD sbr les génératrices opposées SA, 
H^llfi, sont é^ail!ii, Eotnmc dyatU même supplémeiit. tel» 
celU^ raisuti. les sei-iions rirculaii'es AEI), GFD snnt dite!! 
àMiparalIiléS. 
FiG. 324. 4* Prolongeons lès cordes AB, CD, projections des ilélB 
cercles, jusqu'à ce qu'elles se coupent en un point G : (i 
pôilit sera, sur le plan du grand cercle BACD. la projectiou 
de l'intersectiôU des plans des deux circonférences. Of, 
dans le qilddrilalfere inscrit ABCD, le point S est le pôle de 
lhdtoiteS'G(Tll. ^:XV,Liv. III); et le polntS' est le pMé 
àtU droite Sdï ainsi : 

Quand deux cercles sont situés sur une spkère , Vinter- 

sèdion de teiii's ptâiis est confondue avec ta droite skivànt 

laquelle se coupent les plans polaires dés so^meis dès àenx 

cônes déterminés par ces àercles. 

Ofl ^éUl sii!ipliGer céï énonéât eu AMfVfi&t (fiii d't^fès 
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te théorème VII, cette dernière droite est réciproque de la 
droite SS'; donc, en résumé : 

Quand deux cercles sont situés sur nue sphère^ Vinter' 
section de leurs plans est la droite réciproque de celte qui 
joint le$ êommets des deux cônes déterminée par ces àereleê. 

5® D'après la démonstration précédente, si un c6ne pé" 
mire une sphère, et que la courbe d'entrée soit une 
ùircanférenee^ la courbe de sortie est pareillement wlê 6if* 
mfitentéé 

6° SE, SM étant deux génératrices, qui rencontrent aux Fig. 323 
polutt F, N la section antiparallèle du cône, on aura 
SM.SI!ffl«iSE«SF. Ainsi, les points ôb dêitx généràtHêêê 
queleotkfueê d'un cône rencontrent deux seeiionê antiparâl^ 
Uleèi sont lei sommets d'un qtiadHlatère tnêeriptiblêt 

î^ H est évident, par la théorie des figures semblables, 
q[ue tout plan parallèle à celui du cercle CP côupei'â le 
éôîie S solvant une circonféi'ôucé. En particulier, si le 
tktde CD se réduit à un point, le cône â àôn sondmet sur la 
sphère, et le plan du cercle CD devient tangent à cette àéi- 
tihté ftnrfaôë , au sommet du cône. Donc , tout cône qui a 
pour base et pour sommet un cercle et un point de la sphère^ 
êèt eùUpê suivant un cerclé par un plan quelconque pû- 
rallèle au plan mené par le sommet^ tangentiellement à ta 
èphitê. 



¥ 
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THÉOB&HE XXXI. 

& m «rcle variable I rsl langeol » Atii\ tmln AB , CD , tracci m ot 

iphtrc : 
1* lié) de» (loinls de ronUcl M, N appartienuent à une gcnéralriu k 

eAiie déterminé |iar Ie> nercles donnés; 
S* La tireonlérente de grnnd eerele paiianl psr ces dew poinla (oupi, 

MUS un mtme aii;;)e, les cirronférences donnéei; 
S* TDUlet les circnnlérenees de grandi cercles uinai délerjuincvs se cnnpeiK 

ta deui poinls Bxes ou foyers f, (!, situés sur le diauiélre qui piue pat 

le Bomniel S du cAne, 



t». 325. Conservons les coiislniclioiis employées dans le Théo- 

krème qui précède, et soit en outre SM'N' une génératrice 
du cAuc, difiëreute de SMiN. D'après ravanl-demière re- 
marque, les points M', N, M, N' apparlieiinent à une même 
«rcoiiférence, située sur la s}thère. Si nous imaginons que 
la génératrice SM'N' se rapproche indélîniuient de la gé- 
nératrice SMN, cette rirconféri-nce, continuellement sé- 
cante à l'égard des cercles donnés, tendra vers une position 
limite IMN. En même temps, les prolongements des cordes 
communes M'M, N'N auront pour limites les laDgeiites 
MT, NT. 

La première partie du théorème se trouve ainsi démon- 
trée. 

D'un auto-e côté, le plan mené par le centre de la sphère 
et par les points de contact M, N, renferme le diamètre OS; 
donc toutes les circonférences de grands cercles, telles que 
GMNF, se couperont aux extrémités G, F de ce diamètre. 
En outre, les tangentes à cette circonférence, aux points 
M, N feront, avec les tangentes MT, NT, des angles égaux 
entre eux. 
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Ed effet , le plan qui serait élevé par le milieu de MN, 
perpendiculairement à cette droite, serait un plan de symé- 
trie pour les tangentes égales MT, NT, pour le grand cercle 
GMNF , et enfin pour les tangentes en M, N à ce grand 
cercle. D'ailleurs , deux angles symétriques sont égaux ; 
donc, etc. 

Remarques. 1^ Si, au lieu de considérer le cône dont le 
sommet est extérieur à la sphère , on prenait le cône ayant 
pour sommet le point de rencontre des diagonales AD, BG, 
on arriverait aux mêmes conséquences. Ainsi, deux cercles 
tels que ÂB, CD , ont toujours quatre foyers^ par lesquels 
passent les circonférences de grands cercles (*) également in- 
clinées sur les deux circonférences données. 

2® Ce qui vient d'être dit du grand cercle GMNF s'ap- 
plique évidemment à une circonférence quelconque , tracée 
sur la sphère , et passant par les points M, N. Ainsi, tout 
plan passant par le sommet du cône déterminé par deux 
cercles AB, CD situés sur la sphère, coupe cette surface sui- 
vant une circonférence également inclinée sur les deux 
autres. 

3^ Réciproquement, toute circonférence qui coupe ^ sous 
des angles égaux , deux cercles de la sphère , a son plan 
passant par le sommet du cône déterminé par ces cercles. 

(*) M. Heegmann a proposé , pour ces circonférences de grands cer- 
cles, la dénominalion de sécantes isogonaies des cercles AB, CD. 



SflS THËORËMttS ET PfiOBLÈHKB 

THÉORÈME XXXII. 

lu lommels iIm titan délerininêi par Irois cerclât inm lur nne spbcrt H 
u)D^ill6r<^s ilfu\ â dciu , sunl Iruis a trois m ijuulre dniiUs ^Uum iliu 
un mfine pl»n. 

Supposons que sur uiiu sphÈro 0, on ait iracé iruis »(■ 
des G , C, C". Lts deux cercles C . C déleriiiirienl deu 
côues S", / ; lus deux cercles C, C" détermiunil deux cônes 
â, s; eiirni, les deux cercles C",C dÉLermiiieut deux cûues 
S', â'. Admellons, pour iixcrles idées, (jue les cônes S, S', 8* 
aient leurs sonimets extérieurs Ji la spbère. Je dis d'abord 
que c<.-s sumniets sont en ligne droite. 

Parmi tous les cercles qui toucheraient extârieurenieiil 
tes cercles C, C, considérons celui qui toucherait, extérîcu- 
femeiil auâsi, le cercle C". Soient m, m', m" les trois poials 
de contact. La droite qui passe par deux quelconques de ces 
points passe aussi par le sommet l'oncspondaïu. Ainsi, les 
trois sommets S, S', S" sont dans le plan du triangle 
mm'm". 

Pour nne raison semblable, ces trois sommets appartien- 
nent au plan du cercle nrt'n" qui toucherait intérieurement 
les cercles donnés. Donc les points S, S'. S" sont sitUS* 
sur une même droite. 

On verra de même que les sommets S, s', s" sont en ligne 
droite; qu'il en est de même pour les sommets S', s", s,el 
encore pour les sommets S'", s, s'. Et puisque chaque som- 
met appartient à deux droites diftérentes, les quatre droites 
sont dans un même plan. {Voyeï Th. XVII, Liv. VI.) 

Remarques. 1" La théorie qui vient d'être exposée est 
tout à fait analogue à celle des figures semblables. Les som- 
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mets S, 8 tiennent lieu des centres de similitude , externe et 
interne ; les droites feS'S'^ !M'**'i cWi, templaceni les axes 
de similitude, etc. 

fi* Goilsidérons le ca» particulier où les circonférences 
C, C, C" setaient perpendiculaires à un même grand cerde. 
Lé plan dé celui-ci coupera les trois cônes S, S^ S'' suivant 
six génératrices dont Tensemble constituera un hexagone 
inêmté Mflife, ainsi que nous venons de le voir, les sommets 
S, S^ S^ lotit situés siiruile même droite. Nous retrouvorti 
4ofié le théorème de Pascal. (Liv. Ul , Th. XXVUL) 

THÉORÈME XXXIII. 

Il tÊÊk MH ént dti lemmet eommuo 8, et que leurs bases soient denk 
eircoflféreiiees séeanles C, G', tracées sur une sphère 0, Tangle sous lequel 
se coupent ees deux bases est égal à celui sous lequel se couperont les 
deux sections aniiparallèles c, c\ situées sur la même sphère. 

Paf lèà joints d'IntersectlOti A, B des deux cifconféreflcéS 
Ô, C^ folsôtts passer délix génératrices SA, SB : elles per- 
cèfônt la èutfece de la sphère en deil^ poitits a, h qui seront 
évidemment ceux où se coupent les circonférences c, c'. 

Cela posé , imaginons , sur la surface de la sphère , un 
cercle y qui touche C, c aux points A, a. Ce cercle sera 
également incliné sur C, c' (Th. XXXI, Rem. 2°) ; donc ces 
deux circonférences font, avec C, c, des angles respec- 
tivement égaux entre eux. 
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THÉORBMB XXXIV. 

Si liew celles ml puiir bair^ iem ciKonléreocw ««aille» C , C, Iritéa un 
ne ifbirt 0, et ijiic Itur sonimcl cflminun S noil nn pninl de celle w- 
lace; loal plan P, pamllÈk au plau Ui$enl T à U ipbire en ce poiilS, 
coupera ces cùncs suhanl deux cirtonféreDceicyileDl l'angle sentfd 
â celui Je» lieux premières (*). 

Nous savons déjà (Th. XXX, Hem. 7") que les sections 
faites dan.s les deux cônes, par le plan P, sont des cercles 
e, e' : il suffit donc, de faire voir que l'angle sous lequel ces 
cercles se coupent, est égal ï celui sous lequel se coupeol 
les deux autres. 

Pour cela, imaginons, sur la surface de la sphère, deux 
eirconférenoes y, •/, respectivement tangentes aux cercles 
. Gt t^' ^ l'un A des deux points oii se coupent ces ccr- 
■ -«les, et passant toutes les deux par le sommet S du côoe. 
L'angle l'oriiié par It's taiigeiiles l. V h ces circonférences, 
au point S, sera évidemment égal à celui que font les lan- 
geutes eu A, aux cercles donnés. D'aiUeurs, le plan Pesl 
parallèle à celui des tangentes t, t'; et il est facile devoir 
que l'angle sous lequel se coupent les circonférences c, e' 
est égal à celui de ces dernières droites; donc, etc. 

Remarque. Les théorèmes XXVIII et XXXII contienneni 
les propriétés sur lesquelles est fondée la projection stéréo- 
graphique, ou projection de Plolémée. Ces propriétés sont 
les suivantes : 



C) H. lliiegmiiDn,<10Qt je reproduis presque iaLégralemeiit le tnnil, 
considère ce ihéorème comme un cas particulier du précédeni. J'ii 
pensé qu'uDc dêmoiisl ration directe était nécessaire, du moins pour 1«s 
commençants. {E. C.) 
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1® Im perspective d^un cercle quelconqtie , âtué mr la 
^hère^ est un autre cercle ; 

2° La perspective d'une figure sphérique très-petite est 
me figure semblable, 

THËORÉMB XXXV. 

Si irneène a pour base un petit eercie AB de la splière 0, et poar sommel 
Qo point S de eelte sarfaee, le centre de la section antiparallèle de ce cône 
est sur la droite qui joint le sommet au pôle P de la base. 

Soit ABSM le grand cercle passant par le sommet S du Fig. 326 
cône, perpendiculairement à la base; soit AB la corde sui- 
vant laquelle se projette celle-ci : le pôle P de cette droite, 
par rapport au grand cercle, sera aussi le pôle du petit cercle 
AB, relativement à la sphère (Th. IV). Si, par ce point P, 
nous menons EPF parallèle à la tangente ST, cette droite 
EPF sera la projection de la section faite parallèlement au 
plan tangent en S , c'est-à-dire la projection d*une section 
antiparallèle. Le théorème sera donc démontré, si nous fai- 
sons voir que le point P est le milieu de EF. 

Or, les angles ISA, SAP sont égaux, comme ayant même 
mesure ; et , à cause des parallèles , les angles TSA , PEA 
sont égaux; donc, dans le triangle PAE, PA=PE. Pour 
une raison semblable, PF=PB. Mais les tangentes PA, 
PB sont égales entre elles; donc, etc. 

Remarque. Supposons que la droite SP soit fixe et que 
le point P se déplace : le cercle AB variera , mais de ma- 
nière que son plan passera constamment par la droite ré- 
ciproque de SP (Th. VII). De plus, cette droite réciproque 
sera projetée en I, à la rencontre de AB avec ST. On con- 
clut de là cette propriété remarquable : 



sus THBORÙlKe BT PRObUH£> 

Si dm eônet, eu nombrt guchojnine. uni pour xomm 
poinl de Ut s\<Uère. el que leurs btt$ifs mmit rfc* certluif \ 
eetta lurfacê, le teupaul «vivant urif dmte située Aim l( 
phm lamjenl an amimei du cAnc; tout plan faratl^i 
celui-ci coupirra tous ces cônes suivant des cercles coHtm- 
triqva. 

THÉORÈMK XXXVI. 

La iO!iLiiÉ« lies carrés ilrs scjinifiidt (nmii'X pur [rni> mit* ijul st tttfiâ 
'i^ rwLutiptijircratal ileiit i deux, en aa miiiio )ioiDl,i(t igate kvi^ 

\t wtt- ilii rs|UD R di^ 1» ifl\m, moint <lcu> fuu le urrc de la ilitliiH 
da min mi pninl M d'iiilmrf li'iii des Irait cordci. 

Fw. 327. Suit AltCD la section fuite dans la spbèrâ par je iilai 

passant (lar li's iiordes AB H CD ; la troiaiÈiue curdf, qui' 

^^^H nous désignorens par ËF, aura pour projection, nur le pUi> 

^^^^ de la fi^iff], lu point M. En lUËme temps, le point I, c«W 

(lu petit cercle ACBD, slt;i la prujecliou du ceiUm de l;i 

sphère. 

Si nous menons le diamètre GH da ee petit DeF(tl^, ^^ 
«irons (Th. XL, Liv. UI) : 

ÂmVbmVcM + Dm1=Gh! (1) 

nQQçevQns maintenant le plan des deux droites j^,QII: 

il coupera la sphère suivant un grand cercle; fi, çppiRf 

ççç droites spiii deux cordes perpendiculaires, $e çouyani 

ÇO M> uou» aurons encore : 

ëm+fmVgmVhm=4B'. (i| 

Actuellement, 



ou^ d'après le Théorème XII, 

Giî^ G3iî+ HmV 2 (R+ OM) (R - OM). (3) 

Si nous ajoutons, membre h membre, les équations (1), (â), 
(5), nous obtiendrons 
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AM+BM+CM[+DM+EM+FM=4R«+2 (R+OM) (R-OM); 

ou enfin, en appelant à la distance du point M au centre 
de la sphère , 

ÂM V MV CM +MVëmV FM== 

THËORÈNB XXXV. 

La somme des carrés de trois cordes qui se coupent rectangiilairement deux 
I deox en on même point , est égale à douze fois le carré du rayon de 
la sphère, moins huit fois le carré de la distance du centre au point d'in* 
lentetiM des trois cordes. 

Si nQU$ ajoutons^ aux deux membres 4e Tégçilité pr^c4* 
^^\Af h quantité 

2AM.BM + 2CM.DM + 2ESI.FM, 

nous obtiendrons d'abord 

(AMh-BM)*+(CM+DM)«+(EM+FM)»= 

aR«-3(î» + 2(AM.BM+CM.DM+BM.FM). 

Mais 

AM.BM=CM.DM=EM.FM=ïl« — ^,- 

donc ÂbVcdVêF=12R*— 8d«. 
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THËORBHB XXXVIL 

On |H>ni lAujniiritrnnslruire, im un cûlédoriNé, un l^lraHre règalitr. 

. Avec le cCté donné, traçons un triangle éqiiilatéral ABC- 
Par le centre de ce triangle, élevons une perpendiculaire 
iodéfinie, et prenons sur cette droite un point D tel. que 
AD^AB. Menons ensuite BD et CD. 

Le télraÈdre ABCD est régulier, car toutes ses artlM 
sont égales entre elles. Donc, etc. 

THÉORÈME WXVIll. 

Ou |ipQl louJHirr» tnnilroire , avfr un ctilé donne , nn hfxai'dre rc|«!ier. 

Fis. 339. Avec le eàlé donué, construisons un carré ABCD. Éle- 
vons, sur les côtés de ce carré, des plans qui lui soient per- 
pendiculaires: puis coupons renï-ci |);ir un plan EFGH 
parallèle ï ABCD , et qui en soit distant d'une quantilé 
AE^AB. Nous obtiendrons ainsi un cube, c'est-à-dire ua 
hexaèdre régulier. 

THËORËHE XXXIX. 

On peal lonjoars eonslrnire , atee un cité donnt , un eelatdre réjnlier. 

FiG. 330. Avec le côté donné, traçons un carré ABCD. Élevous, 
par le centre 0, la perpendiculaire EF au plan ABCD, et 
prenons OE = OF=^OA. Joignons enfin les points E, F 
aux sommets du carré. La figure ABCDEF sera un octaèdre 
régulier. 
En effet, la droite EF est l'axe du cercle circonscrit au 
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carré ABCD; donc EA=EB=... AB. Ainsi, toutes les 
faces de Voctaèdre sont des triangles équilatéraux , égaux 
entre eux. 

De plus, les angles polyèdres sont égaux; car, si nous 
considérons ; par exemple, les angles A , E , nous voyons 
qu'ils appartiennent aux deux pyramides régulières ABEDF, 
EâBCD. Ces deux pyramides sont évidemment superposa- 
bles, comme ayant même base et même hauteur. Donc, etc. 

THÉORÈME XLL 

On pent toujours constraire, avec nn côté donné, un dodécaèdre régalier. 

Avec le côté donné , formons des pentagones réguliers, 
égaux entre eux. Assemblons trois de ces pentagones, de 
manière que leurs plans déterminent un angle trièdre ayant 
pour sommet le point A (fig. 331). Les faces de cet angle 
étant égales, les angles dièdres qu'elles forment seront 
égaux entre eux. Gonséquemment, les angles trièdres B, 
A sont égaux, comme ayant un angle trièdre égal, compris 
entre deux faces égales chacune à chacune, et semblable- 
ment disposées. Donc les deux droites BH, BC forment 
entre elles un angle égal à ABC. 

Il résulte de là qu'après avoir assemblé, autour du point 
A , trois de nos pentagones réguliers , nous pourrons en 
apporter un quatrième dans l'angle HBG, puis un cinquième 
dans l'angle KCD, etc. Nous obtiendrons ainsi une surface 
polyédrale, ouverte suivant le contour FGHI... 

Actuellement, construisons une autre surface égale à la 
première (fig. 332), et rapprochons ces deux figures, de 
manière que l'angle rentrant Imn coïncide avec l'angle sail- 
lant FGH. Alors l'angle trièdre G sera égal à chacun des 

20 



anglM triÈiire* A, B.... .t r:in(île diWre aysiil mnp, (jHB 
piiiir facM, i>) dont (îH est l'arèie, scm éRsl à l'aiiglf 
dièdre ayaiil pour farcs liHl. IIIIB. i!t pour arfltp HH. 
Donn n;) mîiiriilera avfc III, piii» ^fi; avec IK, me 

Od voit ainsi que IVnsenrbli' de» deux flUrfatics poljé- 
dratea déterminera une tigrire ferint^e aynnt pour l^ocs diticit 
pnitD^ont!!! r<^j;nliers égaux, et dont les angles poljèdm 
sont éft>ux i'nlri> eux. Olte ligure e!«t dnnr un AodèrMitf 
régulier, 

THÉORÈME \LII. 

OïL peul Iniijnurs foiisiruire , nitt. dd tùlé ilnnaé , un ii'osiièdrt! treiilitt. 

\ve(; le cDlé donné, confttruison» im pentagone régHlîM 
, MNPQR (fljt. '353). Par le wnlre élevon». au plaii il 
I pmiugone, uiie perpendiculaire OS te)!)!, ipiH MS^MN. 

Joi^[ions le point S il tout) les :4HRimetK dn petiu^on^ : 
ni>us uhtlL'ti lirons ;iiiJ>ti une ji^raniidi' régulière dont Ibs 
faces seront des triangles équitatéraux égaux entre ein< 

Soit maintenant (lîg. 554) le triangle équilatéral ABG. 
dont le côté est égal à MN. 

Construisons, en chacun des sommets de ce triangle, 
une pyramide égale à S. en prenant, pour i'Une des faces 
de cette pyramide, le triangle ABC. 

Il est facile de voir que nous déterminerons ainsi une 
surface polyédrale , ouverte suivant DEFUHI , et dans le 
qui'lle l'angle rentrant DEF est égal à l'angle saillant EFG. 
attendu que chacun d'eux est égal à l'angle ËAG. 

Si donc nous concevons une seconde surface égals h la 
première, nous pourrons faire coïncider ces deux figures 
suivant leurs bords, ptc 
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THÉORÈME XLUl. 

n n* existe que cinq espèces de polyèdfes réguliers. 

Chaque angle d'un polyèdre régulier se forme en assem* 
blant, autour d un même point , plusieurs polygones régu- 
liers égaux. Ncfus avons vu qu'en assemblant des triangles 
équilatéraux trois à trois, quatre à quatre^ cmq à cinq, ou 
obtient le tétraèdre, Toctaèdre et Ticosaèdre; qu'en assem** 
blant de» carrés trois à trois, on obtient l'hexaèdre; eniiu» 
que des pentagones réguliers, réunis trois à trois^ donnent 
le dodécaèdre. 

Si l'on réunissait autour d'un même point six triangles 
équilatéraux, la somme des angles plans ayant ce point 
pour sommet commun, serait égale à quatre droits; donc 
ces six angles ne peuvent donner lieu à un angle polyèdre. 
Â plus forte raison , ne produira-t-on pas un pareil angle 
en assemblant plus de six triangles équilatéraux. 

Le même raisonnement fait voir qu'on ne peut pas ob- 
tenir d'angle polyèdre en réunissant plus de trois carrés, 
ou plus de trois pentagones réguliers, ou un nombre quel- 
conque de polygones réguliers dans lesquels le nombre des 
côtés surpasserait cinq. Donc, etc. 

THÉORÈME XLIV. 

Tout polyèdre régulief est, 1^ inscriptible à une sphère, i° cireonscriptible 

à une sphère. 

•P Considérons deux faces adjacentes A, B, et l'arête 
qui leur* est commune. Menons, par les centres de ces faces, 
des perpendiculaires sur leurs plans respectifs, et des per- 
pendiculaires à l'arête. Les deux dernières se coupent an 
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milieu (le cetlP droite : donc les peppeiidiculaires aux àtm 
faces sont situées dans un même plan , perpeniiicnlaire au 
milieu de Ctréte commune ; donc dlea se rencontrent en 
un point 0, i^giilËment éloigné de tous les sommets des 
^cesA. B: et elles forment, avec les deux autres perpendi- 
cttUires, nti quadrilatère ayant deux angles droits. 

Soit autuellement une troisième face C, adjacente à l'une 
des deux premières; si l'on répète, sur celle-ci et sur la 
face C. la construction précédente, on obtiendra un point 
0' coïncidant avec 0, attendu qne les deux quadrilatères 
sont égaux. 

Il résulte de la que le point est également distant des 
Sommets de A, B. C. En continuant, on verra qu'il est éga- 
lement distant de tous les sommets ; donc ce point est le 
centre d'une sphère circonscrite à un polyèdre régulier. 
■ 2° D'après ce qui vient d'être dit, le point est égale- 
raient distant de deux faces adjacentes quelconques, et, par 
suite, égnlemeni, distant de toutes les f:ices. Doue ce point 
est le centre d'une sphère inscrite au polyèdre. 

Remarques sur les polyèdres régutiers. Désignons, 
comme dans le Livre VI, par F, S, A le nombre des faces, 
le nombre des sommets et le nombre des arêtes d'un po- 
lyèdre. Nous aurons les valetirs suivantes : 

Tétraèdre régulier : F= 4, S= 4, A= 6; 
Hexaèdre régulier : F= 6, S= 8. A=12; 
Octaèdre régulier : F= 8, S= 6, A=12; 
Dodécaèdre régulier : F=12, S=20, A=30; 
Icosaèdre rèyiilter : F=20, S=12, A=30. 
On voit, a l'inspection de ce tableau, que l'on passe de 
l'hexaèdre ii l'oclaèdre, en remplaçant le nombre des faces 
par le nombre des sommets, et vice versa. Ces deux po- 
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lyèdres sont donc , en quelque sorte, conjtujués. Il en est 
de même à l'égard du dodécaèdre et de Ticosaèdre: Quant 
au tétraèdre , comme ce corps a autant de faces que de 
sommetSy il s'ensuit qu'il est son conjugué. 

Cette considération des polyèdres réguliers conjugués 
parait justifiée par la proposition suivante, que nous nous 
contenterons d'énoncer. 

THÉORÈME XLV. 

1^ Les eentres des faces d*uD polyèdre régulier sont les sommets d'an aatre 

polyèdre régulier, conjugue du premier; 
t^ Les sommets d*un polyèdre régulier sont les centres des faces d*un antre 

polyèdre régulier, conjugué du premier. 

THÉORÈME XLVL 

Les milieux des arêtes d*un tétraèdre régulier sont les sommets 

d*un octaèdre régulier. 

THÉORÈME XLVn. 

A tout hexaèdre régulier on peut inscrire un tétraèdre régulier, dont les 
sommets et les arêtes appartiennent aux sommets de l'hexaèdre et aux 
diagonales de ses faces. 

A l'inspection de la figure, on reconnaît que les sommets 
B, D, G, E de l'hexaèdre sont ceux d'un tétraèdre régulier. Fig. 335 

Remarque. Indépendamment de ce premier tétraèdre in- 
scrit, il y en a un autre, dont les sommets H, F, A, C sont 
respectivement opposés aux premiers. Ces deux tétraè- 
dres sont placés symétriquement par rapport au centre de 
rhexaèdre. 
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TIlËOItEME \LVII1. I 

k (Mil tlwthaMre réitnlifr 011 |ifn( intvntp un hfxshlre m^ iili^r. dinl la 
loninicl» ri \es arèlu i|i(i«rli«niien[ <iu\ tomrni'li tlu d«ilécaû<lre tl m 

Reportons - nous k la tonsiruotion indiqnée ei -dessin 
1- 33ti. (Th. XLl), et soit AU...PQ Tune des deux siirfjL-i's polyft- 
dralfS oiivi'fli's dont r«iiseiabl»! coi)i(iiiiif celle du dodé- 
caèdre régnlipr. Menons, daus les pentiigones AH, AC. 
AI», m. les diagonales FH, EC. h'E. HC : iimis fonueronB 
ainsi un qnudrilatère FHCE ayant ses côtés évidemmeut 
égaux. De plus , les deux diagonales FIÎ, EC, parallèles à 
AB. sont parallèles entre elles; et ehaeime d'elles est di- 
visée en deux partiim égaloe par lo filaii élevé perpendicu- 
lairement au milieu de AB : d'où l'on conelnt que les angles 
F, rï. C, E sont druils, Dont FUC^ est nu carré. 

Menons CL. EN, LN : lu figure ECLN sera un carré 
égal au premier. Eu fijot. l'angle iriôdrc CEUL est égal, 
évidemment, à l'angle trièdre CllBL; donc la face ECL 
sera égale h HCL: eie. 

Si nous considérons actuellement la seconde moitié de 
la surface du dodécaèdre, nous pourrons répéter les raêiaes 
constructions, en choisissant, parmi les diagonales, celles 
qui aboutissent aux sommets F. H, L, N. Nous aurons, 
sur cbijLune d^s deux parties de la surface du dodécaèdfer 
six aréii's d'un même cube; donc, etc. 

Bemarqiie. Chaque diagonale, telle que EC, prise arbi- 
trairement sur uue faeo ABCDE du dodécaèdre, déiermiiie 
un hexaèdre inscrit. Le nombre des hexaèdres réjfuliefs 
intcrits à un dodécaèdre régulier donné est donc égal au 
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:iombre des diagonales d'un pentagone, c'est-à-dire égal 
% cinq. 

PROBLÊME I. 

Étant donnée une sphère solide, trouver son rayon (*), 

PROBLÈME II. 

D'un point donné, comme pôle, décrire une circouférence de grand cercle. 

PROBLÈME IIL 

Tracer une circonférence de grand cercle passant par deux points donnés. 

PROBLÈME IV. 

D'un point donné, mener un arc de grand cercle perpendiculaire 

à un arc donné. 

PROBLÈME V. 

D'un point donné, mener un arc de grand cercle coupant, sous un angle donné, 

la circonférence d'un grand cercle donné. 

PROBLÈME VI. 

Diviser, en deux parties égales, un arc de cercle donné. 

PROBLÈME VIL 

Diviser, en deux parties égales, l'angle formé par deux arcs 

de grands cercles donnés. 

PROBLÈME VIII. 

à un triangle sphérique donné , circonscrire une circonférence. 

(*) Les Problèmes dout nous n'indiquons que les énoncés se résol- 
vent très-aisément, soit d'une mRnière directe, soit par la comparaison 
avec les Problèmes traités dans les livres U et lit. 
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PROBLÈME l\. 

A nu IriuDgli' spliêrique dunué, inscriri; uue circonléreacc. 

Bemauiue. Trois plans meués par le centre d'une sphfet 
détermiiiBiU en gàiéral, sur sa surfaci;, huit Uiangles. Pir 
coiiséqueiu. si l'on propose de tracer une ciyconféTm 
tangente à trois circonférences de grands cercles donitées M 
problème admiil huit solutions. 

PEtOBLKIHE X. 

Contlruire un Irisiii;;!^ >|>bnriqui:, connuissiiDl dciu coléi el rnngle coniprb, 

PROBLÈME XI. 

Construire nu Iriaugle sj!liérii[iie, conoaissanl deux ciHés el l'angle afjtà 
à l'un d'eox. 

. PHOBLfCIHE XU. J 

Couslruire un Iriau^le s|>!i^rique, tonnaissanl ses Iruis (Mis. 

PROBLÈME XIIL 

Gonilruire un triangle spbérique, conuaissani un côté 
cl les deux angles adjacents. 

Au moyen du triaugle polaire, on ramène ce problÈme 
au Problème X. La même considératiou permet de ré- 
soudre les deux questions suivantes. 

PROBLÈME XIV. 

Construire un triangle sphérique , conuaissani deux angles et le côté 
opposé à l'un d'eux. 

PROBLÈME XV. 

GoDsIrulTe un triangle tpbérique, connaissant ses trois auglei. 



DE GËOMÉTRIB ÉLÉMENTAIRE. 313 

PROBLÈME XVI. 

Par on point donné, mener un are de grand cercle tangent 

à nn petit cercle donné. 

PROBLEME XVIL 

B'on point donné, comme pôle, décrire nn cercle tangent à un cercle donné. 

PROBLÈME XVIIL 

Tracer une circonférence de grand cercle tangente 
à deux petits cercles donnés. 

Remarque. La solution de cette question est tout à fait 
semblable à celle de ce problème de Géométrie plane : 
Mener une tangente commune à deux cercles donnés. 

PROBLÈME XIX. 

Tracer une circonférence tangente à deux cercles donnés, et ayant 

un rayon sphérique donné. 

Remarque. Ce problème admet, en général, huit solu- 
tions. 

PROBLÈME XX. 

Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés A, B, 

et qui touche un cercle donné C. 

Par les deux points donnés faites passer une circonfé- 
rence quelconque, coupant en D, E la circonférence du 
cercle donné. Tracez les sécantes sphériques AB, DE; et, 
du point F, où elles se coupent, menez, au cercle C, des 
tangentes sphériques FG, FG' : les points G, G' seront les 
points où les deux circonférences qui satisfont à la question 
touchent la circonférence donnée. 

Voyez Prob. XXXIV, Liv. IIL 
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PROBLÈME XXI. 

Dwriro me elKonr^rrner qui passe par un poînl dniiné , el qui tutlit 
rfnm un» du grands pcrcles doiinés, 

Voyez Prob. XXXV. Liv. ni. 

PItOBLÈME XXl). I 

Di'cfiri' une cin^nn^wiici' I, i|iii pusse put nu pniui d«iini; A, el qui Itnek 1 
deux pflilk cmk* duiiiits B, C. || 

Kous luvons (Th. XXXI)r]iie l'arc At grand cercle meiié 
pur les pnini» de contact inconnus M. N, passe par \i» 
foyiTS F, (J dM<l«ui( cerclu* donnés. Nous savon» aussi que 
ees foyers sont les points où vont concourir les arcs de 
grands cercles, également inclinés sur les circonfêreiius 

C 

Conséqiit'nimeiit, si les cercles (tonnes sont exiérieurî 
l'uD à l'autre, ou s'ils so coupent, nous leur mènerons deui; 
tangentes sphériques communes (Prob. XVIII), lesquelles 
se rencontreront aux foyers cherchés, 

Si les circonférences B, C sont luiérieures l'une à l'autre. 
prenons les points K, L. où elles sont respectivement ren- 
contrées par l'arc de grand cercle qui joint leurs pôles; 
puis, par les points K, L, faisons passer une circonférenec 
quelconque coupant B, C aux points K'. L' : l'arc de grand 
cercle K'L' passera parles deux foyers (Th. XXX et XXXI). 

Ces points, qui remplacent les centres d'homothétie de 
deux cercles situés dans un même plan, étant déterminés, 
la question s'achève aisément. 

Voyez Prob. XXXVl, L-iv. IH. 
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PROBLÈME XXIII. 

Dérrire une eiKooiéreiiM UiHiçeote à trois petits cireies 4omié8. 

Première solution. Le problème se ramène à celui qui 
pTécède. (Voyez Prob, XL, Liv. III, première solution.) 

Seconde solution. Pour ne pas compliquer les construc- 
tions, servons-nous de la figure 178, relative au cas où les 
circonférences étaient dans un même plan. Cette figure 
plane n'est , en aucune façon , la projection de la figure 
spllérique , mais elle permettra au lecteur de se représen- 
ter, avec plus de facilité , des constructions qui devraient 
réellement être effectuées dans l'espace. 

Soient (Jonc A, B, C trois petits cercles situés sur la sur- 
F;ace d'une sphère donnée ; et, parmi les huit circonférences 
qui peuvent satisfaire à la question, considérons abc, qui 
Louche extérieurement ces cercles, et a'6'c', qui les touche 
intérieurement. 

La droite aa', men^e par les points de contact du cercle 
i avec les cercles cherchés , est une génératrice du cône 
[abc^ a'b'c') déterminé par ceux-ci (Th^ XXXI). De même 
)Our bb' et pour ce'. Ainsi, ces droites concourent en un 
néme point o, centre ou sommet de ce cône. Et comme 
;es droites sont des cordes de la sphère, nous avons 
)aXoa=obXob'=ocXoc (Th. XII); d'où il résulte encore 
[ue le sommet o est en même temps le point où se coupent 
es plans des cercles donnés (Th. XV). Si Ton suppose ce 
►oint joint au centre de la sphère par une droite, celle-ci 
►ercera la surface sphérique en un point F (non représenté 
ur la figure) , lequel sera tout à la fois l'un des foyers des 
;ercles cherchés (Th. XXXI) , et le point d'où Ton peut 
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mener, aux circonférences A, B, G, des tangentes sphéri- 
ques égales (Th. XVII). 

Les sommets m, m', m" des cônes (A, B), (B, C), (C.A) 
sont situés sur la droite suivant laquelle se coupent ks 
plans des cercles o6c, a'b'c' (Th. XXXU); et cette dioiie 
est le lien des points d'égale puissance par rapport à œ 
cercles (Tli. XV). Donc les tangentes en a et en a' doivent 
Ge coiijier en un point x situé sur cette ligue; et il eu est 
de raétne pour les tangentes aux points b, b', et pour les 
langeâtes aux points c, c'. 

La polaire du point x, relativement au cercle A, est k 
corde de contact aa' ; donc le pôle p de mm'm" Miu 
trouver sur celte corde. 

On conclut de là, par le principe de la projection cuni- 
que , que le point conjugué de la circonférence de grani 
cercle mm'm", relativement au cercle directeur A, est silitf 
sur la circonférence de grand cercle passant par les poinU 
de contact a, a'. 

Donc, 1* Construisez les foyers des cercles donnés, pris 
deux à deux ; 2° tracez la circonférence de grand cercle 
passant par trois de ces foyers ; Z° cherche* les points m- 
jugués de cette ligne, par rapport à chaque cercle; 4';oi- 
gne%, par des arcs de grands cercles, ces points conjugués 
au point F, d'oii l'on peut mener, aux cercles A, B, C, d« 
tangentes sphérigues égales : les inlersections de ces arcs 
avec les circonférences données seront les points de contatl 
cherchés. 

(Voyez Prob. XL, Liv. III.) 
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PROBLÈME XXIV. 

Qoel est le lien géomélriqne des sommets C des triangles sphériqaes eon- 
slroits sur une base donnée AB, et dans lesquels la différence entre la 
somme des angles à la base et Pangle an sommet est constante? 

Soit P le pôle du petit cercle passant par les sommets 
A , B, C. Si nous menons les arcs de grands cercles PÂ, Fig. 337 
PB, PC, nous décomposerons le triangle ÂBG en trois 
triangles îsoscèles. Or, E étant l'excès donné , et «, (3, y 
étant les angles à la base dans ces trois triangles, l'égalité 
CAB+CBA— ACB=E équivaut à 

P-f-7+aH-y— (^+a)=E; d'où y=lE. 

Ainsi , le triangle isoscèle APB est déterminé, c'est-à-dire 
que le lieu cherché est Tare de petit cercle dont P est le 
pôle y et qui passe par les extrémités A, B de la base 
donnée. 

PROBLÈME XXV. 

Qael est le lien géométrique des sommets Ç des triangles spbériques 
de même base AB et de même surface? 

En représentant par m le rapport du triangle ABC au Fio. 338, 
triangle trirectangle, et en prenant pour unité l'angle droit, 
nous aurons 

A+B+G— 2=m. 

Prolongeons les côtés AG, BC jusqu'à ce qu'ils rencon- 
trent la circonférence ABA'B' aux points A', B'; nous for- 
merons un triangle A'B'C, dans lequel les angles A', B' 
sont les suppléments respectifs des angles A, B. L'égalité 
précédente devient donc 
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mener, aux circonférences A, B, C, d^^ ^ 
ques égales (Th. XVU). ^ 

Les sommets m, m', m" des cône' ^ 
sont situés sur la droite suivant | :^ 
plans des cercles abc, a'b'c' (J^ >■ ^ 
est le lieu des points d'égale ^ i ^ 
cercles (Th. XV). Donc les^ X% ^ 
se couper en un point o?^ ^ ^ j ? 
de même pour les tan^ ^ ^ % > • 
tangentes aux points/ ^ ^ i ! 

La polaire du pg :\%% 
corde de contact 7 .» é ^. kir* 

trouver sur cet* k ;' f . , • *** " ^'^ 

On conclurf • ^' 

que , que W ,:s abaissées des soraffléP 

cercU miç f ,^;s , se coupent en un point 0» 

^t\^ ^; ae chacune d'elles , à partir du sotn- 

àe cor ., (Th. XIV, Liv. VI). D'ailleurs, ce voioi 

D .; coniniuii do la s[)lière inscrite et di» la snhèrc 

de' .ic; ainsi il=^3r. De plus, dans le triangle rec- 

^.e OGD, OT) — 0r;=(iD' 
Ces deux équations donnent 
Hexaèdre. On a évidemment 

(*) Colle proposilioii est coiiniK^ sous le nom de Théorème de Ijexell 
La (Irmoiislralion ci-des-n?, ivmaniuiibh' par sa simplicilé. a clé doiiiu* 
d'abord par M. StointM*. [\{tyiv/. Journal de FJouvUle^ tome VI.) 
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2— A'-l-a— B'-i-C— a=m. 
«u A'+B'— C=2 — m. 

AiiiM, ta itUfén'Di'e i^nire t'ângle C et la somme ries angtet 
A', B' est constanle; doue le point C liéurit un arc de peiii 
rerde passant |)!ir les points A'. B'. C'est-ii-dire qm^ ie 
/icW flt'ont/'/rif/Kf dex sommets ries trianiiks giihdriqua il 
mimn base et tfii mêmi' surface ffl un nrr rff petit ctnk 
passant par les point» diant^lrakinent opposas aux t'Jirf- 
mités de In hase {*\. 

iPItOBLËMB XWI. 
Élaiil ilimirH |p ett\i c il'mi plyMrt fépilier, lmn\er le rojon H lU lu jphfff 
I vircuiKcrtle vl le rnj'VD r -.W lu sphère inscrilc. 

, Téirnhire. IjCs perpendiculaires abaissées des soiiimcu* 

^FiG. 359. A, D. sur le» Taees eppotiées, s« couprat en »n )i»ii)lO. 
' siLni' aTiX trois (luapts de chacime d'elles, à partir dn win- 

met correspondant (Th. XIV, Liv, VI). D'ailleurs, ce poiai 
est le centre commun de la sphère inscrite et de la sphère 
circonscrite; ainsi R=3r. De plus, dans le triangle rec- 
tangle OGD. ÔD — OG=GD,'' 

I»-'--(7î)'- 
Ces deux équations donnent 

Hexaèdre. On a évidemment 

C) CetLe ;iropo:iitiou csl r:unDue sous te nom i\e Théorème dt UxtU. 
La dé m on si rai ion ci-desMis, rnmar(]uable par sa simplicité, a pic donnée 
d'abord par M. Sleiner. [Voï^ï Journaid« UoiivilU.Wmeyi.) 
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Octaèdre. Les trois droites OA, OB, OC sont perpen- Fig. 540 
diculaires entre elles et égales à R. Donc 

c=R/2, R=7j 

Si nous menons OG perpendiculaire à ABC, cette droile 
sera le rayon de la sphère inscrite à Toctaèdre, et nous 

aurons, comme ci-dessus, R* — r*=ic*; d'où 

c 

Dodécaèdre. Dans un pentagone régulier ABGDE dont c Fig. 541 
éM le côté, menons le rayon OB=R' et la diagonale AC=^d. 
D'après le Théorèm e I du Livre IV, le côté c est égal à Ik 
plus grande partie de la diagonale d, partagée en moyenne 
et extrême raison ; donc 

c=îd(^/B— 1). 

Cela posé, assemblons trois triangles égaux à ABC. Nous 
obtiendrons un tétraèdre CABH (fig. 342), dans lequel 
l'angle trièdre B sera l'un de ceux du dodécaèdre (Th. XLI). 
Si donc nous abaissons BLI perpendiculaire à CAH , si sur 
BF nous prenons BO=R', et si enfin nous menons 01 per- 
pendiculaire a ABC, le point I sera le centre du dodécaèdre. 

Les deux triangles BLF, BOI donnent 

BF FL BF FL 

B\ 01 ' ^^ R r • 

Pour évaluer le rapport de BF à FL4 observons que 

BF=|/âB-ÂF=|/c'— î^^ 
et que FL=ÎFH=Jdk^. 
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Donc ?=K-; —: 

puis, en remplaçant c par sa valeur : 

Le triangle BOI donne ensuite 

'Bl~6l^m, ou R'— r'^R". 
Le rayon R' du cercle circonscrit au pentagone régulier 
1 pour valeur . -. la ilemière équation deria* 

donc , en vertu de la précédente : 



(T-aV^âKS-V^s) so-aav/5 w ^^ 

Nous aurons donc '■^^^''|/ ^^^^^^^;] — ^- 
et, par suite, R= \ c (KÎ5+ j/o). 

Jcosaèdre. Construisons, avec c pour côté, un pentagone 
régulier ABCDE {iig. 343). Prenons ce pentagone pour 
base d'une pyramide régulière ayant G pour sommet, el 
dans laquelle l'arête aussi soit égale à c. Enfin, par le 
centre 1 du triangle équilatéral AGB , élevons , au plan de 
ce triangle, la perpendiculaire 10, coupant en O la hauteur 
GF. Le point sera le centre de l'icosaèdre. 

Gela posé, si nous abaissons GH perpendiculaire k AB, 
et si nous menons HF. les denx triangles GIO, GHF doii- 
. GO 10 

neront ^H=ïïii- 
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Or, GO=R, IO=r, GH=Jc/3. 

De plus, la droite HF, apothème du pentagone réplier 



\J3GDE, a pour expression i c ^ 



Eu remplaçant donc les ligues par leurs valeurs , dans 
la proportion ci-dessus, nous obtiendrons 

r V/5-+-I • 

Nous ayons aussi , comme précédemment , 

R«_r»=iôL!c». 
Ces deux équations donnent, par un calcul facile, 

PROBLÈME XXVIL 

Connaissant le rayon R d'une sphère, trouver le côté c (f nn polyèdre régulier 
inscrit, et le rayon r de la sphère inscrite à ce polyèdre. 

Si Ton résout, par rapport à c et à r, les formules trou- 
vées dans le problème XXYI, on arrivera aux résultats sui- 
vants : 

Tétraèdre. c=?R/6, r=\Vi. 

Hexaèdre: c=?Rk^, r=ÎRl^. 

Octaèdre. c=Rj/2, r=iR/3. 

Dodécaèdre. c=^,R(^/l5_^/^) , r=Rl/i^^- 

Icosaèdre. c=g^l0(5 — )/5), r=R|/5±^. 

Remarque. Le rayon de la sphère inscrite ayant la même 

21 
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valeur pour le doJiicaèdre et pour Ticosaèdre, on voil que. 
si ces lieux polyèdres sont inscrits à une même splièfc, 
ils seront circonscrits aussi h nue même sphère. La même 
propriéUS subsiste pour l'iieiaèdre et roelaèdre. Ces deis 
résultats confirment ce que nous avons dit sur les pnljè- 
lires conjugués. 

PROBLÈME XXVin. 

Connaissant le riiynn R d'ane ipbke, Ir^uier l'ïire \ el le yalumeV 
il'uN polj^rc régulier inscrit û cftlc sphire. 

Nous venons d'exprimer, en fonction de R, le côté c du 
polyèdre régulier; si donc nous désirons par a l'aire de 
chacune des faces, nous trouverons, par les formules con- 
nues (*|, les valeurs suivantes : 

Tétraèdre. a=Jc'/3=4/5. *R»=.^R'I''3; A=4R'^^' 

Hexaèdre. o=:f'=^jR'; A=8R'. 

Octaèdre. a=[ c'V^=\R'y^i A=4R'i/3. 

Dodécaèdre, a— t c^-^= ^^ -=^-W—, j:- ■-—— = 

= ^R'l/lO(ô — l'S); k^^R^[/\0{Ti—y% 
Icosaèdre. a=\ c» l^ =f„ R' (5/3 - /ÏB) ; 
A = 2R"(5/3— l^fS). 

Multiplions actuellement la valeur de A par | r; nons 
aurons le volume V du polyèdre, savoir : 
Tétraèdre. \=lR'V^xlR=^:jR'Vi. 

[') Éiétamli de Géométrie, \.h IV, 
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Hexaèdre. \=%Yi*x\ViVl=\ïi?Vl. 
Octaèdre. V^^RVSxJhI^S^JR'. 



Dodécaèdre. y='iVi?\/ \(i{h-V^)y.\^/^-±^ 

Icosaèdre. V= 2 R' (5 j/3- j/Î5) X J R |/^^ 

=|R'J/iO+2|/5. 

PROBLÈMB XXIX. 

Une sphère variable S se meut en touchant continuellement trois sphères 
fixes A, B, C, données de grandeur et de position. Quelle est la courbe 
décrite snr chacune de celles-ci par son point de contact avec la sphère 
mobile t 

Soient a, b, c les points où la sphère S, considérée dan$ 
Tune quelconque de ses positions, touche respectivemçyt 
les sphères A, B, C; et, pour fixer les idées, supposons 
que celles-ci soient, deux à deux, extérieures Tune à l'au- 
tre, et que la sphère S les touche extérieurement. 

Le point a est évidemment le centre de similitude inverse 
des sphères S, A; de môme, b est le centre de similitude 
inverse des sphères S, B; donc la droite ab passe par le 
centre de similitude directe des sphères A, B. (Liv. III et 
Liv. VI.) 

Pour la même raison, la droite bc passe par le centre de 
similitude directe des sphères B, C, et la droite ca passe 
par le centre de similitude directe des sphères C, A, Donc 
le plan des trois points de contact a, b ^ c passe par Taxe 
de similitude directe des sphères données. Il est évident, 
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en outre, que ce plan coupera les ipialre sphères siiivanl 
des cercles tels, que celui qui oppartieiit à S louchera h 
trois autres. 

Soient (fig. 178) abc, a'aa", bb'b" , ce'<^ ces quairt 
cercles. Soient, de plus, m. m', m" les centres de simili- 
tude dont il vient d'être question : ces points seront, a 
môme temps, les centres de similitude des trois derniers 
cercles, considérés deux à deux. 

Le point de contact a est sur la droite qui joint le ceuire 
radical o de ces mêmes cercles au p61e p de leur axe de 
similitude , ce pôle étant relatif au cercle aa'a" (Liv. III. 
Prob. XL). Or, le lieu décrit par le poiut p, quand le plan 
de la ligure tourne autour de l'axe mm'm", est la droite 
. réciproque de cet axe (Th. X); et, d'un autre côté. Il esl 
clair que le lien du centre radical o est l'axe radical des 
sphères A, B, C. Conséquemment, le lieu du point a esl 
' la circonférence suivant laquelle le plan de ces deux droites 
coupe la sphère A. 

Les mêmes raisonnements s'appliqueraient aux lieux dé- 
crits par les points b et c. On a donc ce théorème : 

Quand une sphère variable S se meut en louchant conii- 
nuetlement trois sphères ^xes A, B, C, (e lieu décrit sw 
chacune de celles-ci par son point de contact avec la pre- 
mière sphère, est un petit cercle dont le plan est perpendi- 
culaire à celui qui contient les centres des trois sphères 
données (*). 

(*) Celle [iropriélÉ remarquable a été découvert par Dupuïs, ancien 
élève de TËcole Poljiecbniiiue, niorl au commencement de ce sitc]ii. 
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LIVRE VIIL 



PROBLÈME L 

Un demi-déeagone régolier, dont le côté est c, tourne autour du diamètre ' 
di cercle inserit. Quel est le volume V du corps engendré? 

Ce corps se compose de celui cpii est engendré par le 
secteur polygonal régulier OBGDEFO, augmenté des deux Fie. 34^ 
cônes engendrés par OÂB et OGF. 

Or, 

vol. OB.-.FO=27rOAx20AX§OA=|7r5A*, 

vol. OAB=vol. 0GF=j7rÂB.0A; 
donc, en appelant a l'apothème OA, nous aurons 

V=-7ra'+g7rac*. 
Dans le décagone régulier , le rapport de l'apothème au 
côté est égal à [ [/5+ 2j/5 ; donc 

V=f,7rc»[2(5+2/5)-|-l]l/5 + 2j/S = 

= l7rc»(ll+4J^)j/5+2/5; 

ou, en effectuant, 

V=l TTC» j/l885 + 8421/5. 

L'expression du volume , en fonction de Tapothème a , 
serait bien moins compliquée. En effet. 
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l' (5-2^^0), 



OU V=j'7:a'(15— 2|/o). 

PROBLÊMB II. 

A une ilfnii-circulircrcncc AUfi , on incnf dbc Untjenle DC ; nprb quoi Tn 
fiil (tttiriirr l;i lijtiiv AFIIC iiulvur iJc AltC. Ooiuiutnl duil-ou |itcdi1kIi 
tin|!fntr pour qae 11 surfsci ronique engpiidrf<< )Mr ctlle drollc lil b 
ra|i|iorl ilauD^ m a\tt U lorface de In ime eafraitip- fit APUi 

D'»pfËs l'énoDcé, on doit avoir 

et' DE ^ 

an AE ^^"*' 
It étant le rayon <tc la sphère. 
Menons le rayon 01) : les triangles CDE, DOE dounerocl 

ÔD— Ôl' '^**" ^^=**âB' 
MaisDË=:AE.BE; donc 



Il faut donc, pour résoudre le problème, partager le rayoo 
OB en deux segments BE, OE, dont le rapport soit la moitié 
du rapport donné, etc. 

PROBLÈME 111. 

Quelle esl rélen<liie A de I» pnriie de la surface du globe, visible pour 
un aéronaiile | iiicè ù une b.iuleiir h an-des-sus de eetle surlace? 

Si l'on conçoit un cône DCG circonscrit à la sphère ter- 

Fw. 545. resire 0, et dont le sommet C soit l'œil de l'observateur, 

le petit i^ercle DG séparera la zone visible DBG de la zone 
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invisible DAG. Nous aurons donc , en désignant par R le 
rayon de la terre, et par x la hauteur BE de la zone cher- 
chée, 

A=27rRx. 

Menons le rayon OD ; nous aurons aussi, dans le triangle 
rectangle CDO : 

R'=(R— x)(R+fe). 
Cette équation donne x=^ ^p- ; 

d'où A=27rR/i^. (1) 

Pour réduire cette formule en nombres, on observera que 
la circonférence de la terre, supposée sphérique , est égale 
à quarante millions de mètres, et que, la hauteur h étant 
presque toujours une petite fraction du rayon terrestre , on 
pourra, du moins pour une première approximation , né- 
gliger h dans le diviseur. On aura dot1c,à fbrl peu pirfis, 

A= 40 000 000 h mètres carrés, 
ou A= (4000 h) hectares, (2) 

la lettre h représentant maintenant le rapport entre la hau- 
teur donnée et le mètre. 

Pour obtenir une formule plus approchée, il suffit de 
remplacer 

R-h/i .h ^ R^ RJ 

par ce développement limité à un ceitaiu terme, au second 
terme, par exemple. 

Gomme application, supposons /i=^5000 : la formule (2) 
donnera 

A=20 000000hectaras. 
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I Olte valeur est trop grande ; pour la corriger, il faut Ij 

multiplier par i — A, Or, 
I j, *o 000 000 ao 000 oo o . j.,,„ ^ tt.smo 

[ .âmiG 

L A= (20 000 000 — 5000 tt) hectares= 49984292 becUr. 

P Cherchons à quelle hauteur l'aéronauie devrait s'élever 

pour apercevoir une zone terresire équivalente à la siirfticc 
de la France. D'après M. Bravais (') , la superlific de 
notre territoire est de 52 708 tiOO hectares ; donc . par h 
' formule (2), 

Pour avoir une valeur plus exacte , résolvons , par rapport 
I k h, l'équation (1); nous aurons 

[ d'oii, à fort peu près, ^^m 

Le facteur ^^ est précisément la valeur de h que nous 
avons obtenue tout à l'heure; donc 

*=iM92(,+'i-)=,3192(l + S£i)= 

On a loj 13192 = 4,1205106 

21ogl3192 = 8,2406212 

+ logii = 0,4971499 

—log 20000000 =— 7,3010S00 

logs = 1,4367411 

I/ = 27,... 

(*) Patria, tome I", page 3. 
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■ 

fc= 13219. 

Âiusi, pour embrasser toute la France dans son hori- 
on, Taéronaute devrait s'élever à une hauteur d'environ 
5219 mètres. 

PROBLÈHB IV. 

ir les extrémités de deux rayons OA, OC, on mène les tangentes AD, CD, 
lesquelles se coupent en D. On demande d'exprimer, en fonction du rayon 
R et de la projection AE de Parc AFC , les volumes des corps engendrés 
par le triangle AOC, par le segment ACF, et par le triangle ADCF, 
lorsque ces trois figures tournent autour du rayon OA. 

Menons OD : cette droite sera perpendiculaire au milieu Fig. 346i 
e la corde AC. Soient ensuite CE=a;, AD=î/, AE=h. 
Nous aurons d'abord 

vol. A0C=t;=j7rRx*; 

vol. ACF = t;'=?7rR«fc— v; 
vol. ADCF=t/'= vol. ADCE— vol. AFCE== 

lT:h(x'+xy+y^)—lT:x''h—\T:hK 

•a perpendiculaire CE est moyenne proportionnelle entre 
;s deux segments du diamètre; donc ir'=fc(2R— fe). 
Les deux triangles semblables AD6, GAE donnent 

AD AG ÂC*_RA 

AC CE ' ^" y — ici — le* 

^ar suite, v=lnM(^R—h), v'=It:M% 

Remarque. Si fc=R, auquel cas les deux rayons OA, 
)C sont perpendiculaires entre eux, on a 

9 
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Ainsi, dans ce cas particulier, les trois corps proposis 
sont équivalents pntre eux. et chacun d'eux est le quart de 

IU sphère. 
PROBLÈME V. 

Cilnuler le volnnie (Tone lentille biconvexe ACBC, loiinaissanl s«a f|iiisM;«r 
ce tt lu rayons B, R' des sjiliûres 0, 0' qui fornical ses deu\ hm. 

Fie. 347. Si la figure CAC tourne autour de 00', le demi-segmeul 
circulaire CAD engendrera un segment sphérique, le demi- 
segment circulaire CAD engendrera un second segmeui 
sphérique; et l'ensemble de ces deux segments sphérique^ 
cousliiuera la lentille. 

Désignons parh, h' les hauteurs CD, CD, eiparVIe 
volume cherché ; nous aurons d'abord 



= i7rAu'(fc+A')+l't(h'- 



■n. 



ou y=l~{k~\'lt')[ZM>~hh'^h"-^kk'\. 

Menons les rayons OA, O'A, et appelons d la dislance dfs 
centres 0, 0'; nous aurons, dans le triangle OAO' ; 

I AD , d ^ j l/^("R^R'+iJ)iR+B'— d)(R+<i-K')(K'+d-Rl; 



d'où AD:: 



_ (R+R'+d) [B-i-B-d) (R+d-B') (R'+i-B) 



_(R+B'H-d);R+R'— d] 



['P-(n-R')']. 



Dans le même triangle 



d'où h= 

De même 



AO'=00'+OA— aOO'.OD, 

_ R''-(d-R)' (R'-ni— R) (R+R'- 
~ îd ^^ ïd 

, , [R+d-R' )[ B+B'— d j 
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ss deut valeurs donnent 

outant cette eipression au triple de AD, nous obtenons 



SAdV^'-hV»— feV-i 



'^^^r^ { 3{ll-HE'-t-(f) [cf»— (R— R')«]-h(R-f.R'- d) [d'-h 3 (R-H')«] j 

- ^^— [(2R-+-2R'-h(i) d— 3 (R-R')«J. 
Sa 

L'expression du volume devient donc 

V- ^ w ^ll:^Z^[(2 RH-2E'-+.d)d-- 3 (R- R')«]. 
IS a 

maintenant nous désignons par e Tépaisseur de la len- 
e, nous aurons d=R+R' — e ; d*où enfin, 

^-il^RT-R^f^--'^^-^^')^-^ 

PROBLËMB Vl. 

A cône est cireonserit à deax sphères de rayons R et R'^ tangentes exté- 
rieurement. Quel est le Tolame de l'espace compris entre les trois 
sarfflces! 

Par la ligne des centres, faisons passer un plan quel- Fig. 348. 

ique : il coupera les deux sphères suivant des circoufé- 

ices OC, O'C tangentes en C; et il coupera la surface du 

16 suivant une droite AA', tangente aux deux circonfé- 

ices. 
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I^ vuluine V qu'il s'agit d'évaluer est celui du carps» 
gendre ))ar la llguic ÂCA'. Or. si nous abaissons ÂB.A'B' 
pcrpeiidiculiiire à la ligne des centres, nous aurons, ei 
retrancliant du tronc de cAne engendré par ABA'B' les 
segments engendrés par ABC et A'B'C : 

V = 5"BB' (ÂbVTB'VaB . A-B') 

— ^ îi (ÂB . BC +k^\ B 'C) — ^ :: ( BC V BV). 

Monoiis. par le centre 0', la parallèle O'D h la tangenie 

roniniunu AA' : l'angle D sera droit ; par conséquent, les 

lri;inglcs AOD, O'OD seront semblables ; et nous aurons 

0B=0D5i, = ll!=f:. 
Cette valeur de OB donne ensuite 



f, AB=4; 






s B'R'' . 

3 ^ (R+.E')' ' 



ou enfin 



V= 



Remarque. Nous avons trouvé, par le calcul, BC=B'C: 
il est facile de vérifier, géométriquement, que ces deux seg- 
ments sont, eti effet, égaux entre eux. 
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PROBLÈMB VII. 

}, qui sert à mesarer les liquides, est on cylindre dans leqael la 
ur est double du diamètre de la base, et dont la capacité est de 1 dé- 

re cube. Ou demande de calculer, à moins de ^ de millimètre , les 

itioDS de ce corps. 

Dions pour unité le décimètre , et représeutoDs par h 
teur du cyliudre; nous aurons 

'agit de calculer cette expression , à moins de j^ 
( 

. m 

tiplions les deux membres par 1000 : nous aurons 

i=l/l6000000000X;; et Q nous faudra cal- 

^ette nouvelle quantité, à moins à*une unité, 
rapport du diamètre à la circonférence^ représenté 

est compris entre 0,3183098 et 0,3183099 : si 

doptons la première valeur, nous aurons 

) 000 000x^=5 092 956 800. Cette valeur peut 

r de la véritable, d'environ 1600 unités. Mais celte 
ne peut pas influer sur la racine cubique , attendu 
ïlle-ci a quatre chiffres (*). 

rayant donc la racine du plus grand cube contenu 
5 092956 800, on trouve 1000fc=1720; d'où 
*,720=172"»"»,0. 

oyez les Traités d'arithmétique. 
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Ainsi, la haiiteiir du Uire = 1 72*",0 ; et le rayon it\t ' 
base = AS""". 0. 

Pour vérifier les calculs priicédenls, opérons parlogi- 
riliiines; nous trouverons 

logl6= 1.2Û4i200 
— log7r=— 0.4971499 



0,7009701 
^= 0.2356567 :^k 
/i= 1,7205 

PItOBLËME VIII. 



I.ri iingli'ii d'un Iriiiii^li: tplicrique »im(, reaprclivemenl , 

A=*SM8, lt=03MÎ', C=75'U'i 
le rnvoii tl« la sjilitre esl It=0-,t9. Trouver, à moina de l millimîlf 
cniTf , la surface du triangle. 

En prenant pmir nnilés l'angle droit et le triangle trifff- 
tangle, on a, pour la mesure du triangle , 
T=A + B+C — 2. 

D'après les données, la somme des ti'ois angles est 
184" 54; dune 



Ainsi , le triangle proposé est équivalent aux ^ à 
triangle trirectangle. 

D'un autre côté, le centimètre étant pris pour unité , l'aife 
de la sphère est 4n(i9)*; celle du triangle trirectangle 
est donc ^7: {19)*. Par suite, l'aire du triangle proposé sera 
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érant par logarithmes, nous aurous 

logTT = 0,49714987 

logSeï = 2,55750720 

log49 = 1,69019608 

— log 1800=— 3,25527251 

log a =1 ,48958064 
a=30,873... 
surface du triangle est donc d'environ 3087 milli- 
carrés. 

PROBLÈME IX, 

iserlre, à une sphère donnée, an eône (|roit dont la sorface totale 
soit équivalente à celle d'an cercle donné (*), 

pons les deux surfaces par un plan quelconque, pas- Fg.349. 

livantTaxedu cône : nous obtiendrons, pour sections, 

mgle isoscèle ASB, et un grand cercle CDE, inscrit 

langle; en sorte que les deux corps dont il s'agit 

ni être engendrés par la révolution , autour de SC , 

.ngle rectangle CAS et du demi-cercle CDF, 

i posé, représentons par R le rayon OC de la sphère, 

le rayon du cercle donné , par x le rayon AC de la 

u cône , par y la hauteur SG de ce cône, enfin par $ 

othème AS; nous aurons d'abord "" 

x[x+z)=a^. (1) 

Af AS 

triangles semblables AGS, ODS donneront 05=0^1 



X 



R Î/-R* 



(2) 



en que ce problème rentre, à proprement parler, dans TAppli- 
le l'Algèbre à la Géométrie, j*ai cru devoir le oonserver dans 
Doiide édition. La m^me remarque s'applique à quelques-uns 
>lèmes suivants. 
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En prenant les infimes triangles , et en ohserrant que la 
tangente SD est mojenue !f»roportioiinelte entre SO et SE, 
nous aurons encore 

d'où ^=^'r-ii- * 

La relation (2) donne s=^—x. Au moyen de celle 
valeur, l'équation (1) devient ^^a'; et, à cause de 
l'équation (3) i ^^=ci'l d'où enJo 

» (li— j)=2«'- 

La somme des deux facteurs du premier membre est 5; 
leur produit est 2a*. Il faut donc, pour obtenir la liaiiiw 
se du cône, construire un rectangle équivalent à 2a',A 
dans lequel la somme des denx dimensions soit égale à^ 
La question est donc ramenée à un problème connu. 

Remarques, i* Pour que le problème soit possible, il 
faut que l'on ait ^> 2o', ou a'^SR*. Lorsque a'=8R', 
t/=^ = 4R, et la surface du cône est un minimum. 

2" Lorsque !/=4R, les équations (3) et (2) doiineiH 
a;=R|/2, *=3RV^. Conséquemment, le cône de sur- 
face minimum , circonscrit h une sphère donnée, jouit di's 
propriétés suivantes ; 

1" Sa hauteur est double du diamètre de la sphère; 

2* Son apothème est triple du rayon de sa base; 

5* Sa surface est double de la surface de la sphère; 

A" Son volume est également double du volume de felle- 
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i. En effet, quand un polygone ABCD, circonscrit à une Fio. 350. 
lemi-circonférence EF et limité par un diamètre XY, tourne 
utour de celui-ci , le volume V du corps engendré et le ^ 
olume y de la sphère sont respectivement égaux aux aires 
orrespoDdantes A, Â\ multipliées chacune par le tiers 

lu rayon OE. Donc y.= j;- 

PROBLÈME X. 

!!ovper nue sphère par un plan , de manière que le sef^ment sphérique CAD 
ait, avec le secteur sphériqoe correspondant CADO, on rapport donné m. 

Représentons par R le rayon de la sphère» par x la hau- Fio. 351 « 
eur âE du segment , par y le rayon CE.de sa base. Nous 
turons 

~ =m; 

>Uy en simplifiant, 

3î,«+x*=4R«m. (1) 

)*un autre côté , la perpendiculaire CE est moyenne pro- 
lortionnelle entre les deux segments ÂE, BE du diamètre; 
lonc 

i/«=a;(2R— a;). (2) 

,a substitution de cette valeur donne l'équation du second 
egré 

X*— 3Ra?+2R*m==:o, (3) 

ont on construira facilement les racines. Quant à la dis- 
ussion de cette équation, elle dépasse les limites que nous 
vons dû nous prescrire. La même observation s*applique 
ux problèmes qui suivent. 

n 
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PRUIttKHR XI. 

A una iphtre donnée , 'mrit\K un ii|Upilre iiyml un ra|<par( ilenné m 
avec la tiuininu du <lc(U se^Hieoli «iiiiériilllvt idjaciiili, 

[. floieiit R le rnyon de In spliÈre, x le rayon EC dA la blM 
du ('jliiidri:;, y lu uioiiié OE de la hauteur de cecaqie. On iiuri 

p = m, 

t.r'lR-jf)+!iî(B-i,l> 
OU 6x'v=m (R-y) [3,t«+ (R-y)']. (l) 

D'ailleurs, dans le triangle wclangle OEC, a:'=B'— y" : 
l'éiiuatioii (1) devient donc 

3 (R'-V') y=m (R- !,)• (2R+y) ; 
d'où, eo supprimant le fadeur commun R — y et eu orilan- 
naiit : 

Itemarque. La suppression du fteteur R— y équivaut 
celle de la solution t/=R, solution qui, ^vidomment, RS 
convient pas au problème. 

PROBLÈME XIl. 

& une sphùre donnée, insutire un cûne ABC équivalent an segnieol 
spliérique adjacent ABD. 

FiG. 355. Représentons par R le rayon de la sphère, par x le rayon 
de la base du cône , par y la hauteur DE du segment. Nouj 
aurons 

^7ia'(2R-y) = 5-a:'.j + *7r!/', 
ou Jc'{4R — 5i/)=j/'. 

Et comme x esi moyen proportionnel entre y et 2R— V ■ 
ïl2R-y)(4R-5t/)=y'. 



Il 1 
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£n supprimant le facteur y et eu réduisant, ou trouva 
Cette équation donne 

La prûqdière valeur est plus grande que 2R; elle doit 
doue $tr^ rejetée, I^a seconde seule siatisfai( k h questiOQ 
proposée. 

PROBLÈME XIIL 

• • 

Couper on triangle ABC par une parallèle DE à la base AB, de manière que 

les eêppi engendrés par les deox segmenls CDE, ABDE toamant aatoHP de 
eeito iMse, lappeiée flie, soient équivalents. 

Soient CF=h la hauteur du triangle ABC, et CG=aî Fig. 35^ 
celle du triangle CDE. Il faut, d'après l'énoncé, que le, 
corps engendré par ce dernier triangle soit la moitié du 
corps engendré par l'autre triangle. 

Or, on sait que le corps engendré par un triangle tour- 
nant autouir d'un axe situé dans son plan a pour mesure 
l'aire de oe triangle, multipliée par la circonférenee que dé- 
crit aon centre des moyennes distances (*) ; donc 

vol.ABC=ABG.27r^, vol.CDE=CDE.27r^±^^^=^. 

On coacluti de ces deux valeurs » 

ABC. h _^ Q 

CDE. (3/1- 2a;) ^^'^ 

Mais les triangles semblables ABC, CDE sont entre 
eux comme les carrés de leurs hauteurs h et x. L'équation 
devient donc 

h'=2a?«(3k— 2»), 
ou 40?^^— 6/uî'+fc'=o. (1) 

{*) ÉlémenU de Géométrie, page MO. . 
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Avec un peu d'aitentioii, on recotiiiaît que l'etle équation 
du troisième degré est vérifiée par x=^. Ainsi, la parai- 
ïilf DE â la base AB doit élre menée par le mïïim é k 
hauteur Cl''. 
Remarque. Les deux autres racines de l'équation (I) 
' Bont x=^h{i^:y^) ; elles ne satisfont pas à l'énoncé, 
mais il est facile de les interpréter. 

PROBLÈME XIV, 

Cou|ier un Iriauglr ABC pr uae ilroilc AU, |iassanl par le sonimel K,ii 
manière que les corps engendrés par les deux segments ABD, ACD , ^»- 
nanl uulour d'uD uxe doiiué XV, ùiaé dans leur plan, ïoieut équivuleuti. 
r 

PiG '^55 ^'^^ points A, B, C, D, abaissons des perpendiculaires 
^^^ sur XY. Nous aurons, comme dans le Problème XIll : 
^^m vol. ABD=ABD.2Tc ^*'-^°f-^"'^' , m 



vol. ACD=ACD.27r 



AA'+CC+DD' 



Les deux triangles ABD, AGD, qui ont même hauteur, 
sont proportionnels à leurs bases BD, CD. Par cooséquenl, 
en exprimant que les deux volumes sont égaux, nous trou- 
verons 

BD(ÂA'+BB'+DD')=CD(AA'+CC'+DD'). 
Pour abréger, posons 
AA'=a, BB'=6, CC'=c, BD=ic, OD==a, BC=' : 
l'équation deviendra 

a;(a+6+DD')=^j/(a+c+DD'). 
Pour éliminer DD', observons que 

BC.DD'=BD.GC'+CD.BB' (Th. I, Liv. 111); 
doù DD'= — r-^; 
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puis (a+b)x-'{a+c)y + (x-y)^-^^o. (1) 
Au moyen de cette équation et de 

x+y=l, (2) 

on pourra déterminer a; et y. 

Si, par exemple, on remplace y par I — x, on trouve que 
rinconnue x est donnée par Téquation du second degré : 

2(ft— c)a;«— 2(a4-26)te+(a4-ft-+-c)P=o. 

PROBLÈME XV. 

D'an point pris sur la sarface d'une sphère de rayon R , eoinme centre, dé- 
crire une surface sphériqne telle, que la partie comprise entre les surfaces 
des deux sphères ait. un volume donné. 

Le corps intercepté entre les surfaces des deux sphères 
est évidemment une lentille biconvexe, dont l'épaisseur est 
le rayon R' de la sphère cherchée. Conséquemment, si 
nous désignons par m le rapport entre le volume de cette 
lentille et le volume de la sphère donnée, nous aurons, par 
la dernière formule du Problème V : 

j7rmR^=^7r^'[R'*— 4(R+R')R'+12RR']; '^ 

d»où 3R'*— 8RR'*+16mR*==o. 

Telle est l'équation qui donnera le rayon R'. Pour la 
simplifier, posons ■g=.'ïî; nous aurons 

5x*— 8a;'+16m=o. 

Le lecteur à qui la Théorie des équations est familière 
reconnaîtra sans peine que cette équation a deux racines 
imaginaires; qu'elle a deux racines positives^ l'une plus pe- 
tite et l'autre plus grande que 2; etc. 
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Problème \vi. 

fniïw le tayoD il'nnt tphrrc «quitalente à la limite de h soidide if nte 
iaflnitc de iplières duQt le» raynna drtroilraient en progreuion pir 
qnoileni. 

Ilepriiseiitons par R le rayon de la première des sphères 
doimécs, par c/ le raiiport <lt; deux rayons consécutifs, el 
par X le rayon de la sphère cherchée ;■ nous aurons, en 
reniphiçnni les sphères par les cubes de leurs rayons, ce 
qui psl permis : 

Les termes contenus dans la parenthèse forment une 
progression décrolssaiiie , tlOnt ta raison est rf. La /imite 
à» tMif soiH&iâ wt| par la formiik counu», f^; doiii; 



i/nr^i-- 



PROBLEME XVn. 

k an cône droit ABD on insml une première sphère ; puis, dans l'espace 
eompris entre eellc-ci el la lurface latérale du me, on inscril uat 
deuxième sphère 0'; et ainsi de suile indèGnimenl. Quelle sera la limilt 
dej Vtilumds de iDltles cK sphèt-es! 

PiG, 35C. Si, dans le triangle isoscèle ABD, section méridienne du 
cône, nous inscrivons tine circonférence CEC, celte ligoe 
représentera la sertiou faite dans la sphère 0. par le plan 
flU triangle. Menons, par l'extrémité C du diamètre CC, 
la tangente B'D', évidemment parallèle il BD , nous obtieu- 
drous un nouveau triangle isuscèle ÂB'D'» dans lequel nom 
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>ourrons inscrire la circonférence C'C", section méridienne 
Le la deuxième sphère; et ainst de suite. 

Cela posé, joignons le point de contact E au centre 0* 
lous aurons 

BC AB 

CE AO' 

ou, en posant Bc=a, AC=fr, AB=c, OE=R : 

£ C 

Cette ptoportion donné R=~^. 

Actuellement, les rayons des sphères 0, 0' sont pro- 
portionnels aux hduteurs AC , AC des cônes semblables 
dans lesquels ces sphères sont inscrites i donc 

ç; b— ife ç=:?.i_;, 

R b cH-a ^' 

La formule trouvée ci-dessus (Probl. XVI) donnera donc, 
pour la limite des volumes de toutes les sphères, 



[c-ha] 



ou V=r7r. 



8 *8c*-f-«*» 

OU enfin, à cause de c^^a^+b^ : 

2 a«6» 



V= 



§^io«-f-36»' 



Remarqué. Lé ^app6rl entre le vôlUine V et le volUiïie V' 

du cône est ^ = g^,^^^, . Cette fraction, qui se réduit à ^ 

quand ô==0, diriimiie indéfininient lorsque a devient de 
plus en plus grand. Ainsi, la somme de toutes les sphères 
0, 0', 0'^... est toujours moindre que les deux tiers du 
côhè. 



iBEMHS ET PROBLEMES 



l'UOBLËME XVlll. 



On su|i]iDse i\\iipth, mit turmè aae |iilfi Iriangulaire de bouleli, en iDdi 
Iroii |ilani , IuiiicdIi aux Iroii plaus df celle pile et formeni, avec 1t ^t 
bortioiilil d'appui, un lélraétlre régulier T, Quel seri le rappoil m «Ix 
la parlie pleine fil la partie vide de ee télraèdre? 

HeppéseiitoiTs par n le nombre des boulets coultmis 
dans le càlé de la base de h pile, et par d leur di;iiiiMre 
coiuiiiiin ; le volume de l'espace occupé par tous les boulets, 
(lU de l'espace plein, sera 

i.=!».f. '''''"-y"*'u i„„(„+i)(„+2)j (•). 

Ciiii&idéruiis les eentres des boulets placés aux angles 
de la première couche horizontale, ainsi que le centre liii 
boulet placé au sommet de la pile : il est clair que ce» 
quatre points .sont les sommets d'un tétraèdre régulier^'. 
De plus, tin reconnaît facilement que l'arête de ce té- 
traèdre se compose de n — 1 fois le diamètre d'un boulet, 
en sorte qu'elle est représentée par c'={n — l)rf. Eufiu. 
les faces de ce tétraèdre sont éloignées des faces corres- 
pondantes de T d'une quantité égale au rayon d'un boulet, 
c'est-à-dire égale à ^ rf. 

Soit maintenant r' le rayon de la sphère inscrite au té- 
traèdre T'; nous aurons (Probl. XSVI, Liv. VII} 

donc le rayon de la sphère inscrite it l'autre tétraèdre sera 

Les deux tétraèdres sont entre eux comme les cubes des 
Cj Vdir, dans les Traiirs d'iilgobre, la formule des piles de bouleis. 
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^^yons des sphères iuscrites. Or, le volume du premier est 

îc^^c'^^.*3r'=i(n-l)•d•^/^; 
doQc le volume du second sera 

Si, du volume total V, nous retranchons le volume v 
trouvé ci-dessus, nous obtiendrons celui de Tespace vide; 
savoir 

Le rapport cherché est donc 

^___. n(nH-l)(n-f-2)ff 

3(n— H-V/6)»V/2— n(n-t-l)(n+2)w* 

Remarque. Quand n=l , le rapport m se réduit à 
— ^ — . A partir de cette valeur, m croît indéfiniment 

6V/3— « ^ . 

lorsque le nombre n des boulets augmente. La valeur limite 
s'obtient en supposant, dans la formule précédente, n in- 
fini. On trouve ainsi , limite de m='r-^ — . 

' * 3K2— w 

PROBLÈME XIX. 

Les milieax des arêtes d'nn polyèdre régulier sont sitaés sur la surface d'une 
sphère S à laquelle ces arêtes sont lângenles, et dont le centre est celai 
du polyèdre. De plus, cette sphère est coupée, par les faces du polyèdre, 
suivant des circonférences inscrites a ces faces. 

Gela étant admis, on demande d'évaluer, en fonction du côté c du polyèdre , 
la somme des calottes spbériques ayant pour bases ces circonférences. 

Soient R, r et p les rayons respectifs de la sphère cir- 
conscrite, de la sphère inscrite et de la sphère S. 

Supposons que Ton joigne le centre commun des trois 
sphères à un sommet A du polyèdre et au milieu G d'une 



L' 
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iretp aboiitiHaitt k ce liouiiuet : on obtiendra ainu K 
tiiaiiiîle ACO. reciangie en C, et dans lequel OA=R, 
OC=p. AG^=îc; donc 

t^liaciinu des calottes spliériqucs dont il s'agit a poor 
hauteur, évidemiiieiil, p — r; en sorte que l'aire de cïW 
calotte est représentée par 2i:p(p — r|. En supposant te 
que n soit le nombre des faces du polyèdre, et ëu désignant 
par A l'aire cherchée, aous aurons 

A— 2nîrp(p-r). (S) 

Il ne s'agit plus maintenant que de substituer, pourR 
et r, leurs valeurs connues (Prob. XXVI, Liv. "VU). On ob- 
tient ainsi les résultats suivants : 

p'=^cV A=57:c'. 
p'=îc\ A-^jTr(3— k^)c». 

p'=i(5+k^)'. 
A=-5z[7 + 3K5-2|/5*Ip^]«V 

A=57r[3 + I^— 2^5 + |/B]C. 

Remarque. Prenons chacune des circonférences données 
pour base d'un cône ayant son sommet au centre du po- 
lyèdre. Si la surface de ce cône est prolongée indéfinifiifint. 
elle interceptera une partie de l'espace indéfini, partie à la- 
quelle on doDPe le nom à'angle conique. Or, ^Dsi qti'eil le 



Tétraidre. 

Hexrièfhy. 
Octaèdre. 
Dodécaèdre. 
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démontre facilement, cet angle conique a pour mesure le 
i*apport de la calotte correspondante, k la surface sphé- 
rique S. Nous aurons donc, pour la mesure a de la somme 
de ces angles : 

La substitution des valeurs trouvées pour r et pour p 
donne ensuite les résultats suivants, pour les divers po- 
lyèdres réguliers : 

Tétraèdre. a=2(l— ^). 

Hexaèdre. a= 3 f 1 — ^ j . 

Octaèdre. a=4 [1 — çt^J . 

Dodécaèdre. a=6[l— ^j/2+2/B]. 

Icosaèdre. ^=''^^\}~^'^/iy 



FIN. 
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